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ANALITICKI METOD ODREDIVANJA KRIVE HLADENJA
I BRZINE HLADENJA ODLIVKA U INTERVALU
TEMPERATURA KRISTALIZACIJE LEGURE

ANALYTICAL METHOD FOR DE TERMINATION OF COOLING
CURVES AND COOLING RATES WITHIN INTERVAL OF
TEMPERATURES OF SOLIDIFCATION OF AN ALLOY

SUMMARY

In this paper the analytical method for determination of cooling curves and
cooling rates in a casling is presented. The type of casting structure is solid solution,
which solidifies with low values of Bio (Bi< < 1) criteria. Relations which define curves
are derivated by mathematical model of a process of solidification of the castin g. The
model is based on differential equation of heat conduction and generation of heat
(latent heat). Solution of the model is derivated by usin g of variational principle and
is presented in analytical and functional form.

Function © ( y,F, ) describes temperature field within the wall of a castin g Using

this function it is easy to determine cooling curve, cooling rate, temperature gradient,
ratio of liquid and solid phase, time of solidification of a casting etc.

Paper already presented drawing of cooling curves and cooling rates on the
surface and the central area of a casting. It is obvious that mathematical model is
successful describing solidification process. Curve of cooling rate of a casting indicates
that intensilty of cooling is smaller at the beginning then at the end of solidification.
This indicates that at the beginning of the process of solidification is generatin g more
significant amount of solid phase, [ciousing generation of great amount of latent heat
and suppressing process of cooling. ' -

*) Dr Risto Kovag, redovni profesor, Institut za proizvodno masinstvo FTN, V. Peri¢a-Valtera 2,
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REZIME

Rad prikazuje analiticki metod odredivanja krive hladenja i brzine hladenja
odlivka radenog od legure tipa évrstog rastvora, koja kristali§e pri malim vrednostima
kriterija Bio (Bi< <1). Izrazi koji definidu krive dobijeni su refenjem matematickog
modela procesa od¢vrSéavanja odlivka zasnovanog na diferencijalnoj jednadini
provodenja toplote sa toplotnim izvorima. Re$enje matemati¢kog modela nadeno je
koridéenjem varijacionog principa i iskazano je u analiti¢ko-funkcionalnom obliku.

Finkcija © ( y,F, ) opisuje temperaturno polje zida odlivka, ali se na osnovu ove

funkcije lako moZe odrediti kriva hladenja, brzina hladenja ,lemperaturni gradijent,
brzina obrazovanja ¢vrste faze, vreme oc¢vri¢avanja odlivka i dr.

U radu je dat graficki prikaz krive hladenja i brzine hladenja u centruina povr§ini
zida odlivka. Karakter krive hladenja pokazuje da matemati¢ki model uspesno
opisuje proces o¢vricavanja. Ovo ukazuje da se na podetku procesa odvr§cavanja
izdvaja veda koli¢ina cvrste faze usled cega se oslobada vecéa koli¢ina specifi¢ne
toplote kristalizacije, $to usporava proces hladenja.

1.0. UVOD

Izudavanje procesa o¢vrS¢avanja odlivka putem matemati¢kih modela omo-
gucava uspostavljanje veza medu bitnim parameirima procesa i vrienje analize
uticaja pojedinih parametara na taj proces. Za uspesno projektovanje tehnologkog
procesa neophodna je teorija koja medusobno vezuje tehnoloske parametre, os-
obenosti procesa formiranja odlivka i njegova kona¢na svojstva. Iskustvo kazuje da
odgovarajuca teorija moZe biti izgradena samo pri kompleksnom izudavanju procesa
formiranja odlivka kori$éenjem teorije provodenja toplote, termodinamike, fizike
metala i drugih nau¢nih disciplina. Na bazi ovih disciplina mogu se postaviti
matematicki modeli, koji uprodéeno opisuju proces, ali ipak, odraZzavaju sustinu tog
procesa i omoguéavaju odredivanje bitnih parametara procesa i sagledavanje uticaja
tih parametara na proces.

Na dana3njem nivou razvoja teorije procesa o¢vr§cavanja odlivka matematicki
modeli se baziraju na diferencijalnoj jednadini provodenja toplote sa toplotnim
izvorima. Resenja ovih modela mogu se naéi u osnovi na dva nacina i to: kori§éenjem
numeric¢kih metoda i kori§¢enjem analitickih metoda. Prve imaju znatno veée mo-
guénosti, dok su druge ograni¢enih moguénosti, ali su pregledne i pogodne za vrsenje
analiza, $to je bitno za inZenjersku praksu. U radu je kori$¢en analiticki metod, te je
reSenje matematitkog modela iskazano u analiti¢ko-funkcionalnom obliku i pre-
dstavlja izraz koji definiSe temperaturno polje kao funkciju temperalure od dimenzije
i vremena.
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Nadena funkcija kori¢ena je za odredivanje izraza koji definige krivu hladenja,
brzinu hladenja i vreme trajanja procesa odvr$avanja, a moZe se koristiti i za
odredivanje drugih parametara. Brzina hladenja odlivka predstavlja bitan parametar
procesa jer u osnovi uspostavlja vezu izmedu brzine hladenja i svojstava odlivka
iskazanih u prvom redu preko strukturnih karakteristika, Ova veza moZe se uspo-
staviti preko refenja matematickog modela procesa o¢vricavanja i eksperimentalnih
rezultata.

2.0. FORMIRANJE MATEMATICKOG MODELA

Matematicki opis procesa o¢vr§éavanja odlivka u kalupu treba postaviti tako da
model $to je mogude realnije odrazi proticanje procesa kristalizacije legure u inter-
valu temperatura likvidusa (Tlik) do temperature solidusa (Tsol). Proces o&vrs-
éavanja legure u ovom temperaturnom intervalu protiée tako da po celoj zapremini
u rastopljenom livu rastu kristali usled dega se oslobada toplota kristalizacije. Takav
proces o¢vrd¢avanja odlivka moZe se opisati diferencijalnom jedna¢inom provodenja
toplote Furijea sa toplotnim izvorima / 5 /. Za odlivak oblika beskona¢ne ploce
debljine zida 2X jednadina ima oblik

0T, (x7) _ 8* T, (x7) L
dF 2 o €3 *Pg

(1)

gde je q, - zapreminska gustina toplotnog fluksa od unutrasnjih izvora toplote,
rasporedenih u materijalnoj sredini. Za opis procesa o¢vri¢avanja legure u intervalu
temperatura kristalizacije prethodna jednadina ¢e se napisati u obliku

0T, (x7) " T,(x1) _ Lyps gw

ot 2T C2Pz OF (2)

Fizicke veli¢ine u jednadini su: a, — temperaturska provodljivost legure koja
o¢vriéava, u m?/s £ o '
L, - specifi¢na toplota kristalizacije legure u dvofaznoj oblasti, u J/kg; ¢, — specifi¢na
toplota legure u dvofaznoj oblasti u J/kgK; p, — gustina legure u dvofaznoj oblasti u
kg/ms; p3 - gustina legure u ¢vrstom stanju u kg/ma, W — relativna koli¢ina évrste
faze u intervalu temperatura kristalizacije (T} — Tsol).

Funkcija W u jednacdini (2) je nepoznata veli¢ina i funkcija je temperature W =
W(T) a moZe se odredili prema dijagramu stanja konkretne legure, pomocu poznatog
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pravila poluge ili pomocu pribliZnih formula datih u literaturi /1, 5/. Ako se funkcija
W izrazi u zavisnosli od temperature T, (T, < T, < Ty iskazuje se u obliku

J
= (3)

gde je 4 — tempo kristalizacije legure u temperaturnom intervalu temperatura
likvidusa i solidusa (Tj; — Teo1)
Deljenjem jednacine (3) sa dr ista dobija oblik

dWw dT,
i )

prilagoden potrebama jednacine (2).

Toplotna provodljivost legure 4, koja kristalie u intervalu temperatura kri-
stalizacije naziva se efektivna toplotna provodljivost, a iskazuje se u funkciji relativne
kolic¢ine cvrste faze W(T,) u obliku

Ai T T .
= pri Tz > Tiik
42(T2) Ay(1 = W(Ty) + A3 W(T2) | pri Teol < T2 < Tiik 5)

gde je A1 — toplotna provodljivost te¢ne faze u W/mK; A5 — toplotna provodljivost
¢vrste faze u W/mK. Promena toplotne provodljivosti legure u intervalu temperatura
kristalizacije matematic¢ki model u osnovi ¢ini nelinearnim, $to oteZava njegovo
reSenje. Medutim, model ¢e se resiti kao da je ova fizi¢ka veli¢ina legure konstantna
a zatim c¢e se u resenju korisliti kao promenljiva veli¢ina.

Formiranje matematickog modela procesa o¢vri¢avanja zahteva opis zakona
odvodenja toplote s povrsine odlivka (x = X) u sredinu u koju se hladi. To se moZe
izrazili zakonom Furie - Njutn, u obliku

aT, (X,x
—43 % =a(Tixy — T) (6)

Prethodni izraz predstavlja grani¢ni uslov treceg reda, gde je T(X,r) — tem-
peratura na povrsini odlivka, a Ts — temperatura sredine u k0]0] se odlivak hladi, a
a — koeficijent prelaza toplote iz odlivka u kalup, u W/m?K. Koeficijent prelaza
toplote a nije konstantna veli¢ina ve¢ se menja u procesu oévr§cavanja i hladenja
odlivka i zavisi od vise faktora. U radu je vrednost ovog koeficijenta odredena prema
izrazu /1/
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A T, -T,
s ¥ M sl
< Xp (TI._ Tkms] 7)

gde je 4, — toplotna provodljivost malerijala premaza kokile u W/mK; x
debljina premaza, u m; Tj - lemperatura livenja legure; a T}, — srednja kalori-
metrijska temperatura. '

Granicni uslov u centralnoj osi zida odlivka (x = 0), definiSe se iz uslova da se
odlivak debljine 2X ravnomerno hladi, odnosno da se sa obe povrsine odlivka (=X i
+X) odvede ista koli¢ina toplote, §ta zna&i da nema prelaza toplote iz jedne polovine
zida odlivka u drugu, te je

aT, (0,7)
ax F

(8)

Pocetni uslov zadaje raspored temperature odlivka u funkciji koordinatex i vremena -
7. Ako se za potetak odvodenja toplote od odlivka u okolnu sredinu uzme vreme 7, , to
se raspored temperature po preseku zida odlivka zadaje u funciji f(x) tj. T,(x, 75) = {(x).
Obi¢no se uzima 7y = 0 i T,(x,0) = Ty = const.. Radi lakSeg resenja matemati¢kog
modela u radu e se uzeti upro$éenje da je temperatura livenja legure T) bliska
temperaturi likvidusa i da u periodu hladenja liva do temperature likvidusa nema
znalajnije razlike u temperaturi po preseku zida odlivka. Drugim redima hladenje
pregrejanog liva proti¢e ravnomerno po celom preseku zida odlivka, te u nekom
trenutku 7 = 0 po celom preseku liv ima temperaturu likvidusa, pa se poéetni uslov
moZe napisati u obliku

T5(x,0) =Ty = Tjy (9)

Jednacine (2), (6), (8)1(9), defini$u matematicki model procesa oévr$éavanja odlivka
u intervalu temperatura likvidus-solidus, pri vrednostima kriterija Bi << 1. Pri malim
‘vrednostima kriterija Bi << 1 (Bi < 0,1) moZe se uzeti upro$c¢enje da je temperatura
po preseku zida odlivka ista i da je T,(0,7) = T,(x,7) = T,(X,r). Ovo uprodéenje
kori$éeno je pri refavanju matematickog modela tako $to je u desnoj strani jednadine
(6) koja defini$e odvodenje loplole od odlivka u sredinu u koju se hladi uzeto T(X,7)
= T(x,7).
Konkretni matematicki model procesa oc¢vréavanja odlivka iskazan je preko
obi¢nih fizi¢kih veli¢ina, te se njegovo re$enje u analititkom obliku iskazuje funkci-
jom

T, =f(x1 a3 43 5050, T) (10)
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NalaZenje re$enja malemati¢kog modela u ovom obliku vezano je s mate-
mati¢kim te$kocama kao i nepogodnosti funkcije za analizu reSenja. Metodi teorije
sliénosti omogucéavaju prelaz od obi¢nih fizi¢kih veli¢ina na bezdimenzione veli¢ine
kompleksnog tipa. Prevodenje matemati¢kog modela u bezdimenzioni oblik i nala-
Zenje njegovog resenja ima vise prednosti: a) skracuje broj promenljivih veli¢ina; b)
- veli¢ine kompleksnog tipa jasnije izraZavaju veze, koje karakterisu proces; c) - nove
promenljive u sustini su uopsiene velicine jer zadate kompleksne veli¢ine mogu bili
dobijene kao razultat beskonaéno mnogo razli¢itih kombinacija veli¢ina koje ulaze
u taj kompleks. Prelaskom na bezdimenzione veli¢ine reSenje matematickog modela
iskazuje se funkcijom

©, = f (v, Fy, Bi) (11)
gde je:
B i B BT = Ye e el {
, Fgy = - — bezdimenzionalna temperatura
2 0~ Thk—-T, m P
y= :YX- — bezdimenzionalna koordinala (12)
Iy = aX-zr — bezdimenzionalni kriterij Furie—a (12)

a-X

Bi = e bezdimenzionalni kriterij Bio

Matematicki model opisan jednacinama (2), (6), (8) i (9) u bezdimenzionom
obliku glasi

30, (7, Fy) %0, (v, Fy)
(1 + K KoKy) —p ¥ = zaﬁ 2 (13)

00, (1, F,

$+Bf 8,1, F)=0 (14)
00, (0,F)
— =1 (15)
©; ¢ Io) =1 (16)
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gde su K, K, i K3 — bezdimenzioni kriteriji

P3 L,
Ky =—: K, = : Ky=upu Ty —T i3
17T gy 2 e e =13 3 =4 (T —Ty) - (17)

3.0. RESENJE MATEMATICKOG MODELA

ReSenje matematickog modela prikazanog jednaginama (13) + (16) traZiée se
primenom varijacionog principa. Profil temperaturnog polja odlivka pretpostaviée se
u obliku

©; (v, Fo) = (h = y*) f (I) . (18)

gde sunepoznate veli¢ine h i f(Fy) koje treba odrediti. Iz grani¢nog uslova (14)
i jednacine (18) je '

h=C5R 19)

Imajudi u vidu jednadinu (13) Galerkinov integral ima oblik

1 90, (v,Fo) 8°©,(y, Fo)| 4O, (y, Fo)
J 10+ KK K) - L:':117'0 5 zayz. ajzf(Fo)

cdy=0 (20)
0

Funkcije koje sadr#i integral odrediée se iz jednadine (18). Nakon obavljene
integracije dobije se jednadina

(1 + K K K)ly f(Fo) —2f(Fo) I, =0 (21)
Veli¢ine I, i I, imaju vrednosti
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4 (2Bi* + 10 B; + 15)

I
! 15Bi°

(22)
2 (B; + 3)
he—ag—

1

Jednadina (21) je obi¢na homogena diferencijalna jednacina, pri ¢ijem refavanju
je konstanta C, odredena minimizacijom kvadratnog ostatka. ReSenje jednadine ima
oblik

I 21
J(Fo) = (f) =P (_ 1+ K 1?2 K3) 11) Fo (23)

Unosenjem veli¢ina I, i I, datih izrazima (22) u jednadinu (23) a zatim uno-
Senjem ove jednadine u (18) dobije se izraz koji predstavlja reSenje matematickog
modela procesa oévricavanja odlivka, u obliku

exp] -

2+Bi _ 2 5 Bi (B; + 3)
®, (v, Fo) = [=-24 —
2 (. 1), ( Bi ) 2 (2Bi® + 10B; + 15)

(24)

. 5 Bi (Bi + 3) | Fo
(1 + Ky K; K3) (2Bi* + 10Bi + 15)

Funkcija ©, (y, Fy) odreduje temperaturno polje odlivka. Kori§éenjem ovog
izraza mogu se odrediti parametri procesa na osnovu kojih je moguée vrsiti opseZne
analize procesa o¢vricavanja odlivka.

Kriva hladenja odlivka predstavlja promenu temperalure po vremenu u nekoj
tacki preseka zida odlivka koja se odreduje koordinatom x, odnosno bezdimen-
zionom koordinatom y = x/X u jednadini (24). Prema tome izrazom (24) odredena
je kriva hladenja odlivka, slika 1.a. Npr. za odredivanje krive hladenja odlivka u
centralnoj osi x= 0; y = 0/X = 0ili na povr$ini zida odlivkax = X; y=X/X=1.

Izraz za brzinu hladenja odlivka u intervalu temperature kristalizacije legure
dobije se iz (24) i ima oblik
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exp | -
(25)

d@zor,Fo)=(z+Bi_yz) (5 Bi (Bi + 3))° .
dTo Bi 2 (1+ K, K, Ky) (2 Bi* + 10 Bi + 15)*

5 Bi (Bi + 3)

- Fo
(1 + K; K, K3) (2 Bi® + 10 Bi + 15) |

Uopsteno gledajuéi vreme odvrséavanja i hladenja odlivka bitan je tehnologki
parametar kako za praksu tako i za vr§enje odredenih analiza. Vreme oc¢vri¢avanja
odlivka u intervalu temperatura likvidus-solidus odrediée se iz izraza (24) tako sto
¢e se eksponencijalni deo izraza razloZiti u red i uzeti prvi ¢lan i §to ée se smatrati
da je proces o¢vricavanja zavrSen kada temperatura u centralnoj osi zida odlivka x
= 0 odnosno y = 0 dostigne temperaturu solidusa, tj. Ty (0, 73) = T, Prema tome
pribliZno vreme o¢vr§éavanja odlivka odredeno je izrazom

5 Bi (Bi* + 5 Bi + 6)/2 Bi (2 Bi* + 10 Bi + 15) — ©, (0, Fo,)
Og =
27 (2 + Bi) (5 Bi (Bi + 3))%/(1 + K, K, K3) 2 Bi (2 Bi* + 10 Bi + 15)*

(26)

gde je

©. (0. T _TsoI—Ts 7
2(’02)_Tﬂ (27)

ng - bezdimenziono vreme zavrietka procesa oc¢vr$¢avanja

Pri odredivanju vremena odvri¢avanja legure, ukoliko se vrednost kriterija Bi
menja treba uzeti srednju vrednost, kao i srednju vrednost bezdimenzionog kriterija
Kj.

4.0. PRIKAZ KRIVE HLADENJA I BRZINE HLADENJA

Koriséenjem jednacine (24) i (25) dace se prikaz krive hladenja i brzine hladenja
legure AlCu 4,5 u intervalu temperatura kristalizacije. Debljina zida odlivka 2X =
14 mm. Toplotnofizitki parametri legure su: specifi¢na toplota dvofazne oblasti c,
= 1156 J/kgK; specifitna toplota kristalizacije (skrivena toplota kristalizacije) u
dvofaznoj oblasti L, = 380.000 J/kg; gustina dvofazne oblasti p, = 2706 kg/ma;
gustina ¢vrste faze p; = 2980 kg/m”; toplotna provodljivost tecne faze je 1; = 112
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W/mK, a toplotna provodljivost ¢vrste faze A3 = 217 W/mK. Temperatura Ty =
650°C; T, = 570°C, T, = 20°C.

Livenje j ]e obavljeno u koklh, koeficijent prelaza toplote s odlivka na kokilu je «
= 1156 W/m?K, a odreden j je prema izrazu (7), gde je vrednost srednje kalorimetrijske
temperature T} — odredena na bazi eksperimenta /1/. Vrednost ovog koeficijenta
odredena je kada je kalup napunjen livom 7 = 0 (Fy = 0) Kako je relativno kratko
vreme od punjenja kalupa livom do trenutka o¢vriéavanja odlivka (14 s) i relativno
mali temperaturni interval (~ 90°C) io je vrednost ovog koeficijenta uzeta kao
konstantna veli¢ina.

U formulama koje odreduju krivu hladen]a odlivka i brzinu hladenja nalazi se
kriterij Bi = a -X/A, koji je uzel kao promenljiva velidina jer se znacajno menja
vrednost toplotne provodljivosti legure, koja je odredena prema izrazu (5). Vreme
ocvr$cavanja odlivka iznosi 14 s, a korak koji je koriséen u prorac¢unu iznosi 0,7 s,
$to znaci da je ceo temperaturni interval podeljen na 20 koraka. Za svaki od ovih
koraka odredene su vrednosli tempa kristalizacije u, kriteriji Bi iFo ina osnovu
njih odredene vrednosti temperature ©, (y, Fy) i brzine hladenja d®,/dF,,.

Na slici br. 1a, prikazana je kriva hladenja odlivka, a na slici br. 1b. brzina
hladenja. Prvideo krive hladenja koji se odnosi na hladenje tecne faze od temperature
livenja T} = 660°C do temperature likvidusa Tj;; = 650°C, §lo iznosi vremenski
interval od v = 0,7s nije prikazan na bazi re$enja matematickog modela, jer je
vremenski interval kratak i ne moZe se iskazali karakter krive hladenja te¢ne faze,
$to za ovaj rad i nema vrednosti, jer se u radu razmatra proces oc¢vricavanja legure
u intervalu temperatura kristalizacije. Prema izrazu (24) odredena je kriva hladenja
odlivka u intervalu temperatura kristalizacije. Prema ovom izrazu priz = 0,7s (Fo
= 0,66) temperatura odlivka pri x= 0 veca je za 4°C od temperature likvidusa 3to
moZe biti posledica pribliZnog reSenja matemati¢kog modela ili posledica odstupanja
toplotnofizickih veli¢ina materijala odlivka koje ulaze u matematicki model.

Brzina hladenja odlivka odredena je samo u intervalu temperatura kristalizacije
prema izrazu (25) i pokazuje da je brzina hladenja najmanja na podetku hladenja
legure u intervalu temperatura kristalizacije, §lo je posledica intenzivnog obra-
zovanja cvrste faze a usled toga oslobadanja vece koli¢ine specifi¢ne toplote kri-
stalizacije. Na prikazanim slikama br. 1a. i br. 1b. postoji izvesna nesaglasnost.
Razlika izmedu temperature na povr§ini odlivka x = X i centra odlivka x= 0 a §to
nije uodljivo na slici br. 1b., tj. nema bitnije razlike medu brzinama hladenja na
povrsini i centralnoj osi odlivka. Naime, razlika izmedu brzine hladenja na povrsini
i kontrolnoj osi zida odlivka je skoro konstanina veli¢ina, dok postoji uocljiva razlika
izmedu krlva hladenja na povrsini odlivka i osi odlivka. Ovo moZe bili posledica
velidine a/x* koja je uzeta kao konstantna veli¢ina.
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6

660
650
640
630
620
610
600
590
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S1. 1a. kriva hladenja odlivka
Fig. 1a. Cooling curves
S1. 1b. Brzina hladenja odlivka
Fig. 1b. Cooling rates
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Kovac R,

5.0 ZAKLJUCAK

1. Matematic¢ki model preocesa ocvr§éavanja odlivka postavljen na osnovu
diferencijalne jednacine provodenja toplote sa toplotnim izvorima uspesno
opisuje proces o¢vr§c¢avanja legure tipa ¢vrstog rastvora.

2. Kori$éenje varijacionog principa, (metod Galerkina) pri re§avanju matema-
tickog modela omogucéava dobijanje reSenja u analiti¢kofunkcionalnom ob-
liku pogodnom za vr$enje analize procesa.

3. Resenje matematickog modela procesa o¢vric¢avanja odlivka iskazanog preko
funkcije ©2 (y, Fo) odnosno T2 (x, 7), omogucava odredivanje karakteristi¢nih
parametara procesa o¢vricavanja kao $to su: brzina hladenja, temperaturni
gradijent, brzina zapreminskog o¢vr$c¢avanja legure i dr.

4. Kriva hladenja pokazuje da se pri malim pothladenjima legure (Tlik — T(x,r))
obrazuje relativno velika koli¢ina ¢vrste faze, usled cega se izdvaja velika
koli¢ina toplote kristalizacije $to usporava proces hladenja legure.

unkcijom d®z/dF¢ pokazuje da nema znadajn
razlike izmedu brzine hladenja na povrsini zida odlivka i u centralnoj osii da
je brzina hladenja znatno manja na pocetku nego na kraju procesa ocvrs-

¢avanja legure, a $to je posledica izdvajanja toplote kristalizacije.
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