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FREE DAMPED VIBRATIONS OF MACHINE
TOOLS MAIN SPINDLES

Summary:

The linear vibrations of axial structures are studied as models for /’ree undamped and
damped vibrations of machine tool main spindle. Here we investigate the general model of
an axial structure using the finite element method. Our main pupose is to obtain the natural
circular frequencies, Le. natural frequencies, of the considered axial structure.

The axial structure is discretized by (n) beam finite elements. The radial and axial
displacements of an arbitrary nodal point on the axial structure are u and W, and the bending
about y-axis will be measured by the angle 9. So, each nodal point of the finite element has
a three degrees of freedom. Then, axial structure has a 3n+n degrees of freedom.Under the
spindle bearings the degrees of freedom of the axial structure will be reduced.

By introducing ny bearngs at i-th nodal points (i=ij ,i3, ...,in; ), with property W;i=0;
nz beanings at j-th nodal points (j=j1 ,j2 ,..., jn2) with property u; =0; and nz berings at k-th
nodal points (k=kj , kz ,....knz ) with properties: u, =0, ¥ =0 the considered general axial
structure is of 3n+3-(n;+ na+ 2n3) degrees of jireedom.

For the free vibration of the undamped or damped system of several degrees of freedom,
the equations of motion expressed in matrix from become (28), that is (32). The synunetric
matrices [K],[M] and [B] are, respectively, stifness matrix, inertia matrix and internal damping
matrix. The matrix {B] is assuming proportional (o [M). The proportional constant is called
logarithmic decrement (39) (see: [7]).

Assuming harmonic motion Eq. (28) becomes the characteristic equation (31) of the
free lincar undamped vibration of the axial structure. The roots of the Eq. (31) results in the
spectra of natural circular frequencies: Wy, @z ... Win+3-m1+n2+203). When the internal damping
is assumed then we introduce the substitution (34). Thus (33) has been transformaed 1o the
Eq. (35). The characteristic equation of the free linear damped vibrations of an axial structure
is defined by the Eq. (38) or Eq. (40). The spectra of natural damped circular frequencies is
Q1 Q3. , Q304 3.t +n2+ 203). The estimate to the internal damping influence is mode by recog-
nizing that the ratio (41) is << 1. Applications of the ,L;c:wru{ results to the determination of
natural circular frequencies in two cases of discretization: (n)=2, (n)=0, n;=2, n2=0, n3=0
is shown. Numerical results are presented for approximation method, Le. lumped mass method,
and shown in Table 5.

The presence of dissipation in the considered axial streture exhibit small influence on
the magnitude of natural damped circular frequencies. It follows from the criteria (41) that
the internal damping in an axial structure iz small [2].

*) Milisavljevié dr Branko, dipl. ing., docent, Zeljkovi¢ mr Milan, dipl. ing., asistent, Fakultet
tehni¢kih nauka, Novi Sad, V. Perica Valtera 2.
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Rezime:

Predmet razmatranja ovog rada su slobodne oscilacije aksijalne strukture. Uticaj
prigufenja u materijalu w jednom slucaju se zanemanyje, dok se w drugom uzima u obzir.
Aksijalna struktura je diskretizovana konacnim elementima w obliku grede, pri cemu svaki
&vor ima tri stepena slobode. Uleiistenje glavnog vretena moZe da se vrsi na U nacina, $to
umanjuje stepen slobode aksijalne strukiure. Za ovako de{?m'.mnu strukturie formirane su
matrica krutosti i inerciona matrica. Preipostavijeno je da matrica prigusenja zavisi od
inercione matrice.

Diferencijalna jednadina oscilovanja aksijalne strukture definiSe frekventnu
(karakteristicnit) jednacinu razmatranog problema. Pri uzimanju w obzir priguSenja u
materijalu, wrsi se transformacija vektora wkupnog pomeraja, zasnovana na vezi matrice
pricuSenja i inercione matrice. Nakon toga se definife karakteristicna jednacina oscilovanja
sa prigusenjem. Ulicaj pr'fgufcn{a proverava se kriterijumom (41).

Postavljeni opsii model ilustrovan je na primeru aksijalne strukture u kome su izvriene
diskrctizaci{e na (n)=2 i (n)=06 konacnih elemenata. Aksijalna struktura se oslanja na dva
elasticna lezaja. Prigusenje w materijalu uvodi se pomocu logaritamskog dekrementa
oscilovanja, za koji su uzete tri razlicite vrednosti. Rezultati pokazuju da Je uticaj priguSenja
na velicinu kruznih frekvencija, odnosno frekvencija, mali. Kriterijum (41) pokazuje da se
radi o sistemu sa malom disipacijom. Povecanjem broja konacnih efemenam uticaj prigusenja
je veéi. Ovo se moze objasniti povecanjem broja unutrasnjih povrsina, jer se na njima uzima
1 obzir prigulenje.

1.0 UVODNE NAPOMENE

Sklop glavnog vretena masine alatke sa stanoviSta konstrukcije predstavija
funkcionalni kompleks koji obezbedjuje potrebno obrtno kretanje i obrtni moment rad-
nom predmetu ili alatu u cilju ostvarivanja procesa obrade rezanjem. U velikom broju
sludajeva sklop glavnog vretena ima limitirajuci uticaj na tacnost, proizvodnost i uopste
kvalitet cele magine. Zbog toga sklop glavnog vretena treba da zadovolji sledece zah-
teve: visoka tadnost, velika staticka krutost, dinami¢ka stabilnost, minimalni porast
temperature i minimalne toplotne deformacije, dug vek eksploatacije i sl. Za odredjivanje
karakteristika ovog sklopa, odnosno elemenata masina alatki uopste, razvijen je veliki
broj eksperimentalnih, analitickih i numeri¢kih metoda. Posmatrajudi dinamicko
ponasdanije, kao jedan od parametara kvaliteta sklopa glavnog vretena, odnosno poseb-
no u eksploataciji neZeliene pojave samopobudnih oscilacija jedan od cilieva analize
moze biti odredjivanje sopstvenih frekvencija sklopa ili pojedinih njegovih elemenata.
Prethodno posebno dobija na znadaju ako se ima u vidu da se samopobudne oscilacije
javljaju na frekvenciji koja je bliska jednoj od sopstvenih frekvencija elemenata masine
alatke [3]. Tako se visokofrekventne samopobudne oscilacije (2000 - 3000 [Hz]) javijaju
zbog oscilovanja noza, srednjefrekventne (200 - 300 [Hz] ) odgovaraju sopstvenim
oscilacijama glavnog vretena, a niskofrekventne (80 - 150 [Hz]) su posledica ponasanja
suporta ili radnog predmeta.

Za identifikaciju dinamitkog pona$anja glavnog vretena razvijene su efikasne
eksperimentalne meteds na baz! simulacije procesa obrade kao Sto je ispitivanje sinus-
nom pobudnom silom. Medjutim, za identifikaciju dinamickog ponasanja na bazi
analiti¢kih i numeri¢kin metoda razvijen je veliki broj metoda od najprostijih koje
omoguéavaju odredjivanje samo prve sopstvene frekvencije do metoda koje
omogucavaju odredjivanje prenosnih funkcija, odnosno amplitudno-faznih karakteris-
tika.

U poslednje vreme efikasna identifikacija dinami¢kog ponasanja sloZenih sis-
tema vrdi se primenom numeri¢kin metoda. Kod ovih metoda javijaju se dva razlicita
metodologka pristupa. Prvi je usmeren na nacin reSavanja postavljenih diferencijalnih
jednadina, a drugi pristup bazira na primeni matricnih metoda i resavanju sistema
algebarskih jednacina. Ovaj poslednji metod ima dominantnu primenu pri reSavanju
tehnickih problema.
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Sa stanovista redukcije realnog sistema na odredjeni matemati¢ki model, zbog
poteskoca koje se javijaju pri uzimanju u obzir medjudejstva jednog elementa na'drugi
ovi se uticaji cesto zanemaruju. Jedan od tipicnih primera je prigu$enje u elementima
sistema.

Problematika identifikacije statickog i dinami¢kog ponasanja sklopa glavnog
vretena je duzi niz godina predmet interesovanja u okviru istraZivanja Laboratorije za
masine alatke ([10], [4], [11]).Postignuti su odredjeni rezultati kako u razvoju
eksperimentalnih tako i u razvoju racunarskih metoda za identifikaciju ponasanja sklopa
glavnog vretena. Kroz ovaj rad se Zeli analizirati uticaj prigusenja u materijalu na
dinami¢ko ponasanje glavnog vretena.

2.0 OSCILACIJE AKSIJALNE STRUKTURE

2.7 OSNOVNE POSTAVKE

Glavno vreteno, kao element sklopa glavnog vretena, predstavlja viSestepenu
gredu od homogenog materijala. Kako je dimenzija vretena u jednom pravcu znatno
veéa od dimenzija u druga dva pravca, ovi elementi se Cesto nazivaju aksijalne struk-
ture.

Glavno vreteno se posmatra kao aksijalna struktura postavijena na oslonce,
koji u nadelu mogu da budu kruti ili elasti¢ni. Pona$anje elasti¢nih oslonaca zavisi od
tipa i vrste leZista, koja se koriste za ulezistenje glavnog vretena.

Aksijalna struktura vr$i slobodno oscilovanje u (x,z)- ravni. Pri oscilovanju moze
da se javi prigusenje usled unutradnjeg trenja u materijalu. Uticaj ovog trenja se uvodi
pomodu logaritamskog dekrementa oscilovanja d, jer je brojnim ogledima konstan-
tovano da je velicina prigu$enja u elasti¢cnom materijalu nezavisna od frekvencije
oscilovanja elastiénog tela [1]. Veli¢ina logaritamskog dekrementa eksperimentalno je
odredena za razliite materijale u zavisnosti od dilatacije, normalnih ili tangencijalnih
napona [7].

U radu se posmatraju oscilacije aksijalne strukture u dva slucaja:

- bez pojave prigusenja u materijaly,
- Uz pojavu prigusenja u materijalu.

2.2 OPSTI MODEL

Razmatrace se greda promenljivog popreénog preseka, koja vrsi oscilacije u
(x,2)-ravni. Greda je diskretizovana na "n" konacnih elemenata u obliku grede (v. sl.1).
Tako diskretizovana greda ima n + 1 ¢vorova. Jedan kona¢ni elemenat ima dva cvora.

X
(n) Z
L -(}—- —— i e e - el
1 n n+}
Stika 1. Opsti model aksijalne strukture
Fig. 1. General model of axial structure
- 195 -

Zb.R.IPM 10(1993)10: 193-213



Milisavljevié B.,Zeljkovi¢ M.

Cvorovi mogu da vrse pomeranje u pravcu x-ose, koje se meri koordinatom
u; pomeranje u pravcu z-ose, koje se meri koordinatom w i savijanje oko y-ose, koje
se meri koordinatom (uglom) dy=9. Savijanje grede se vr§i u (x,z) - ravni. Pomera;
proizvoljnog ¢vora oznacava se indeksom u odgovaraju¢oj koordinati. Tako ukupni
vektor pomeraja aksijalne strukture glasi:

{o}={viw diuawad2| ... [unwndy] u"“w""-lﬁ"‘”}T &

Za ovako postavljenu aksijalnu strukturu napisaée se diferencijalina jednadina
oscilacija. Da bi se to ostvarilo potrebno je sastaviti odgovarajuéu matricu krutosti,
inercionu matricu, kao i matricu prigusenja. Dimenzije potrebnih matrica se jednostavno
odredjuju. Svaki ¢vor ima tri stepena slobode, pa jedan konaéni elemenat ima 2x3=6
stepeni slobode. Odgovaraju¢e matrice su, dakle, dimenzije 6x6. Diskretizovana ak-
sijalna struktura ima (n + 1)x3 = 3n+3 stepeni slobode, a njene matrice su dimenzija
(3n+3)x(3n+3). Ograni¢enja smanjuju broj stepeni slobode, odnosno dimenzije
matrica. Ovo Ce se Kkasnije detaljnije razmatrati.

Vektor (1) ima 3n+3 koordinata.

2.3 KARAKTERISTIKE KONACNOG ELEMENTA U OBLIKU GREDE

Posmatrace se k-ti konacni element, koji se oznadava sa (k). Konaéni element
je oblika grede (v.sl.2), kruznog prstenastog preseka. Levi &vor je i = k , a desni je
j =k + 1. ——

Slika 2. Konacni element u obliku grede
Fig.2 Beam finite element
Duzina konaénog elementa je Lk, povr$ina popreénog preseka je Ak i aksijalni
moment inercije povrSine poprecnog presek za y-osu je Ik, Modul elastiénosti materijala
je E. Ovim su definisane sve karakteristike uvedenog konaénog elementa.

2.3.1 Matrica krutosti konaénog elementa

Poznatim postupkom, videti na primer [5], dolazi se do matrice krutosti raz-
matranog konacnog elementa u obliku grede koja je, po pretpostavci, izlozena savijanju
u (x,z)-ravni i aksijainom optereéenju u pravcu z-ose. Tako se dobija:

[ a 0 b —a 0 b]
0 c¢c 0 0—-c 0
b 0 2d -b 0 d (2)
K =
SC -a 0-b a 0-b )
0-c O 0 ¢ O
] b 0 d —-b 0 d_ ®)

Ovde je (‘k) = 1,2,...,n, a elementi matrice su koeficijenti

_ 12El 6EIk _ EAx 2ElIk

bk = Ck = ——— dy = —
L¥ Lt Lk Lk
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Matrica (2) moZe se razbiti na blokove:

- [Kii] [Kij] :
O [ ¢

gde su podmatrice:

-

[Ki] 4= dc 0 K] (k)=__3 Ly
b 02d, b 0 d|, "
[ a 0-b '
(%3] = [} 9 (]w™| 5 6 aly,

Indeksi i = k , j=k+1 oznacCavaju ¢vorove posmatranog kona¢nog elementa
(v.sl.2), a (k) je broj ovog konaénog elementa.

2.3.2 Inerciona matrica konaénog elementa

Materijal razmatrane viSestepene grede je, po pretpostavci, homogen tako da
je gustina konacnog elementa p = constans. Masa konac¢nog elementa duzine Lk i
popre¢nog preseka Ak iznosi mk = pAxLk. Primenom metodologije za radunanje in-

ercione matrice [5], koja je izloZena savijanju u (x,z)-ravni i aksijalnom optereéenju duz
z-0se dobija se:

)

- ] 11 [ 1 Iz
156+504K? 0 220+42x1 sausoazf}T 0 -13L+42%p
0 140 0 0 70 0
I 1 2 I 11 2 I
-~ = L+ 0 4L°+56x BL-42x7 0 -3~ -
K320 | oy _cng 1 1 e 11 oot ap L1 5
54 504;\{2 0 1BL-d2%r 156+50an‘ 0 2L-4251
0 70 0 0 140 0
I1 2 I I1 2 1
~13L+42xr 0 -3L%-Mg -22L-4241 O 4L 456
Jd

gde je:(k) = 1,2,...,n.

Analogno razbijanju matrice (2) na blokove (3) izvrSice se i razbijanje matrice
(5) na blokove:

v [ (M] [Mi]

©
L) M) o

[an
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gde su podmatrice

i ] 11 11
]56+504’:F 0 22L+42:&«C 54—5041-? 0 —13L+42—A--E

[Mi] gy [ 0 140 0 [Mi] gy 0 70 0

22L+42K11: o 4L?+55%Jk lut_—«tz%'t 0 _JLLHI!J
(k) (

k)
o {7 )
:susm%i‘, 0 -nL-2x{

[M].i] g [Mi.i] Ik, [Mﬂ - 0 140 0

~aL-a2il o a2+ 564

(k)
2.3.3 Matrica prigusenja konac¢nog elementa

Razmatrana visestepena greda, kao aksijalna struktura u ¢ijem materijalu postoji
prigusenje oscilovanja, spada u disipativhe sisteme. Formiranje matrice prigusenja vrsi
se prema uslovu da se ona kao kvadratna matrica moze svesti na sumu kvadrata
nekom linearnom transformacijom. Kada je takva transformacija moguca, tada dobijene
generalisane koordinate predstavljaju normalne koordinate za disipativhe sisteme. Ovo
je ostvarivo kada je matrica priguSenja proporcionalna inercionoj matrici [2]. Tako je
matrica prigusenja kona¢nog elementa u obliku grede [5]:

(8o =5 Mg Vi

Ovde je B koeficijent prigusenja u materijalu, dok je kolicnik B/p koeficijent
proporcionalnosti izmedju matrice prigusenja i intercione matrice.

2.4 DEFINISANJE UKUPNIH MATRICA AKSIJALNE STRUKTURE
2.4.1 Shema formiranja ukupne matrice

Bilo koja od ukupnih matrica formira se koris¢enjem ve¢ odredjenih matrica
(2),(5),(8). Razmatrana aksijalna struktura nalazi se na z-osi. Tako moze da se
pise [5]:

[A] =(% [A) =<§) [Ars:l ®

Ovde su r,s = 1,2,...,n,n+1 brojevi &vorova na konac¢nom elementu.Ukupne
matrice [K] , [M] ili [B] oznaCene su sa [A], dok matrica [Ars] (k) 0znatava blok-matricu
matrice[A]) konacnog elementa.

Formiranje ukupne matrice [A] vr$i se, koris¢enjem (9), prema sledecoj shemi:

(9)

[A”]tll [Au]m g) d : :

[A”lm [AHJH:‘] ;IMI]m '[A ] [Anlr?:“ re 2 :
b s (E‘T"‘TL_l’ e m-—[—w]m J[‘j\“].q;_, [~+] " J _: ( 10 )
: : ] T P o P o P R

- An—l.ll a=l) 0

Nl Aan [ﬂ-l-l+ Al.l]t.] Ann+i ™

. Antln e [J\ﬂl.hu (a1
e
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Svaki konaéni element ima dva &vera. Element (k) ima ¢vorove numerisane sa

i=kij=k+ 1 (v.sl2). Uukupnoj matrici konacni element (k) opisuju blok- matrice:
I:Ak,k] — [Ak,k] ® [Ak.k 411} )
[Ak+l,k} ®) [Ak+l,k+l] wot [Ak+ l,k+1] +1)

U matri¢nom izrazu (10) naznadene su linjjlama blok-matrice koje opisuju
konatne elemente (1),(2),(3),...,{n).

2.4.2 Simplifikacija ¢lanova matrica

Radi jednostavnijeg i preglednijeg pisanja ukupnih matrica uvesce se sledece
tri bezdimenzijske velicine.

Duzine konaénih elemenata u obliku grede su :

L1, L2, L3 ooy Lks w55 Ln
Uvodjenjem sledec¢e bezdimenzijske veli¢ine

Lk

lk—1=L—I + Jo=1,k=23,..n (11)

gore navedene duzine mogu se pisati u sledecem obliku:
Ly, HES,: BLyys ALY, s In-1L1
Moment inercije povr$ine pcpre¢nog preseka je

Ik=g4~ [Dﬁmdﬁ] , k=12,..,n

Pomodu bezdimenzijske veli¢ine:

4 .4
ek Ok s (12)
Lk

i relacije (11) moment inercije poprecnog preseka postaje:

k=0t Pk ) Lﬁ, k=12,..n (13)
64
Sligno se, za povrsine popre¢nih preseka konacnog elementa
Ak=% [Dﬁﬂdﬁ], k=1,2,..,n
moze uvesti bezdimenzijska veli¢ina
- 199 -
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Dk—df
gk= KLE E, k=1,2,....,n (14)

Povrsina popre¢nog preseka konac¢nog elementa, koris¢enjem (11) i (14), pos-
taje:

Ak=7 qx lk-1 L, k=1,2,..n | ( 15)

Masa k-tog kona¢nog elementa je mk=pLkAk. Primenom (11) i (15) izraz za
masu postaje:

16
mk=-i—:—p gk !ﬁq L?, k=1,2,..,n (18)
Na osnovu (13) i (15) moze se pisati:
X LBk R 11}, k=12, (17)
k 1 (]k =2 ] ylyrany
Napomena |: Bezdimenzijske veli¢ine Ik, pk, qk definisane su, kao $to se moZe

videti gore, na sledeci nacin:

Ik za k = 1,2,...,n , kada je k = 1 tada je lo= 1 ;

Pk i gk za k=1, 2, ..., n

Pisanjem opstih ¢lanova u matricama iz kojih se zatim dobijaju posebni ¢lanovi
moZe se doéi do indeksa bezdimenzijskih veli¢ina, koji je veéi od n , ili manji od 1,
ili negativan. Tada su vrednosti bezdimenzijskih veli¢ina Ik, pk, qk jednake nuli, jer
tada ove veli¢ine gube svoj fizicki smisao.

2.4.3 Ukupna matrica krutosti

Postuju¢i shemu formiranja ukupne matrice (10) pomoéu matrice krutosti
konacnog elementa (2) i bezdimenzijskih veli¢ina (11),(13) i (15) dobija se ukupna
matrica krutosti aksijalne strukture. Tako je:

(K11 Ki2 0 0 . 0 0
K21 K22 K23 ¢ : :
0 K32 K33 Kag4
0 0 O
(K] =gzELi| =~ (_] _ (18)
| . . . . Knn-1t Knn  Knael
0 0 O . 0 Kn+1,n Kn+1.n+lj

Dimenzija ove matrice je (3n+3)x(3n+3).
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Za k-ti konacni element Ciji su C¢vorovi numerisani sa : k i k + 1, saglasno
razmatranju iz 2.4.1, odnosno relacijama (9),(11) i (12), vaZze slede¢e podmatrice:

Kk,k Kigk+1 Kk+1,k Kk+1,k+1
k=1, 2, .., n
Na ove blok-matrice, odnosno njihove ¢lanove se odnosi Napomena | iz 2.4.2.

Prema podmatricama (19) zaklju¢uje se da je ukupna matrica krutosti (18)
simetricna matrica, koja se moze predstaviti kao

(19)

[K] = (n/64) EL1 [krs](@3n+3)x(3n+3)

gdeje:rs = 1,2,..3n+3 ; ksr = k;sT_ Ovde treba voditi ratuna o tome da, saglasno
podmatricama (19) i Napomeni | iz 2.4.2, vazi:

kak—2,3k+4=k3k-2,3k+5= ....=k3k-2,3n+3=0

k3k—1,3k+4=k3k—1,3k+5= ....=k3k—1,3n+3=0

k3k,3k+4=k3k,3k+5= . ...=k3k3n+3=0 ( 20)
k3k+1,3k+7=K3k+1,3k+8= . . . .=k3k+1,3n+3=0

k3k+2,3k+7=k3k+2,3k+8= ... .=K3k+2,3n+3=0 , .
k3k+3,3k+7=Kk3k+3,3k+8= ... .=K3k+3,3n+3=0

gde je: k = 1,2,...,n-2; n - broj konacnih elemenata. Ovi ¢lanovi matrice (18) takodje
su simetricni.

2.4.4 Ukupna inerciona matrica

Primenom sheme (10), kao i oznaka (11),(16) i (17), na inercionu matricu
konacnog elementa (5), odnosno (6), dolazi se do ukupne inercione matrice razmatrane
aksijalne strukture. Sli¢no kao u odeliku 2.4.3 dobija se:

[M11 M1z 0 0 . 0 0
Ma21 M22 K23 . .
0 Ms32 M33 Mag . .
300 0 0 : , , (21)

j : ; Mn,.nnl Mr;,n Mn,r;-!-l
0 0 0 ; 0 Mn+1,n Mn+1,n+1-l

Dimenzija ove matrice je (3n+3)x(3n+3).
Na k-tom konacnom elementu su Cvorovi k i k+1. Za ovaj konacni element
su dobijene podmatrice:

Mk k ,Mk,lf+l M+ 1,k ,Mk+1,k+1 (22)

k= 1.2 o o5 1
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Pri uzimanju vrednosti za k treba voditi racuna o Napomeni | iz odeljka 2.4.2.
Slitne kao na kraju cdzlka 2.4.3 moze se pisati:

[ M] 24_;'[“1 %p L? [Mrs](3n+3)x(3n+3)

Osobine opéteg &lana ove matrice su iste kao osobine opsteg Clana ukupne
matrice krutosti, koje su izloZzene na kraju odelika 2.4.3.

2.4.5 Ukupna matrica prigusenja

Primenom sheme formiranja ukupne matrice (10) na matricu prigusenja
kona&nog elementa (8), dobija se ukupna matrica priguSenja razmatrane aksijalne
strukture, potpuno identiéno kao u 2.4.3. Njen oblik je:

(B] = Blp) M) (23)

Matrica (23) je proporcionalna matrici (22), tako da je celokupno daljinje raz-
matranje isto kao kod ukupne inercione matrice u odeljku 2.4.4.

Napomena Il: U odeljcima 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5 odredene su za razmatranu ak-

sijalnu strukturu:
- ukupna matrica krutosti [K],
- ukupna inerciona matrica E] i
- ukupna matrica prigu$enja [B].
Dobijeni su op$ti izrazi za formiranje ukupnih matrica u zavisnosti od blok
-matrica (19) i (22), odnosno izraza (20). Pri tome nisu uzimani u obzir uticaji usled
uleZistenja razmatrane aksijalne strukture, $to ¢e se udciniti u sledecem odeljku.

2.5 DEFINISANJE REDUKOVANIIH1 MATRICA AKSIJALNE STRUKTURE

Glavno vreteno moze u opétem sludaju da bude oslonjeno na sledece nacine:

1 - elastiéno uleZistenje,

2 - kruto uleZiStenje i .

3 - kruto-ukljesteno ulezistenje.

Generalisane koordinatc pomeranja u odgovaraju¢em ¢cvoru aksijaine strukture,
zavisno od vrste ulezi$tenja, prema gore navedenom redosledu su:

1 - ui#0, wi=0, 0#0; i=i1, i2, ..., int,

2 - U]=0, Wl-;J—'O, 1‘}1;‘_—0;5_j=j1, ;21 erry jnzl

3 - uk=0, wk#0, 9k=0; k=k1, k2, ..., kn3,

Prema ovako uvedenim ograniéenjima na ¢vorove, smatrace se da u i-
&vorovima postoji elastiéno uleZistenje, u j- ¢vorovima je kruto uleziStenje, dok je
k-&vorovima kruto-ukliesteno ulezistenje.

Ukupni vektor pomeraja (1) ima 3n + 3 koordinata. Uvodjenjem ovde opisanih
ogranitenja, koja poticu od vrste i nacina uleziStenja razmatrane aksijalne strukture,
broj koordinata se smanjuje.

Elastiéno ulezistenje u i-&vorovima spregava aksijalno pomeranje ovog ¢vora
(wi= 0).
Kruto uleZistenje u j-&vorovima spredava transverzalno, odnosno radijaino,
pomeranje (uj= 0).

Kruto-ukljesteno ulezistenje u k-Evorovima dovodi do sprecavanja radijainog
pomeranja aksijalne strukture u ovom ¢&voru (uk= 0) i savijanja oko y-ose u (x,z)- ravni
u ovim Cvorovima (Jk=0).
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Na osnovu ovako uvedenih ograni€enja, ukupni vektor pomeraja razmatrane
aksijalne strukture ima:

(3n+3)-n1-n2.2n3=(3n+3)-(n1+n2+2n3)
koordinata. Ovde je:

ni- broj elasti¢nih uleziStenja,

n2- broj krutih ulezidtenja,

n3- broj kruto-ukljestenih ulezistenja.

Sada ukupni vektor pomeraja glasi

{0} ={uiwid1 |uaw202 ...|uiﬂg|...[wj'ﬂjl...|wk|...|un+1wn+11‘)‘n+1}T (24)

2.5.1 Redukovana matrica krutosti

Ukupna matrica krutosti (18) je kvadratna matrica dimenzije(3n + 3)x(3n + 3).
Opsti ¢lan ove matrice definisan je kao:

krs; r,s=1, 2, ..., 3n+3

Ogranitenja, koja nastaju zbog ulezistenja aksijalne strukture, na gore opisani
nacin redukuju dimenzije matrice na veli¢inu: (3n + 3)x(3n + 3).

Radijalno pomeranje u i-Cyvorovima vréi se u elasticnom leziStu,u kome se Javha ,
Hukova linearna elasti¢na sila F. = cjuj. Ovde je uj- radijalno pomeranje i-tog ¢vora
aksijalne strukture, dok je cj-radijalna krutost elastlénog lezista. Aksijalna struktura i
elastiéno leziste, kao elestiéni elementi paralelno su vezani. Prema tome njihove krutosti
se sabiraju (v. na pr.: [9]).

U matrici krutosti elasti¢no uleZidtenje u i-voru odrazava se u dijagonalnim
&lanovima, &ije su koordinate (3i - 2, 3i - 2), na slededi nadin [5]:

*

k 3i-2,31-2+ci; i=1, 2, ..., n+1,

odnosno
*

ksi-2,31-2+¢ §; i=1, 2, ..., n+1,
jer je iz matrice (18) izvucen skalar (7/64)EL1. Kako je u ovom drugom izrazu za
dijagonalni &lan, krutost lezista podeliena sa gornjim skalarom koristi se oznaka: "*".

Prema tome, redukovana matrica krutosti dobija se iz ukupne matrice (18),
brisanjem kolona i vrsta saglasno koordinatama opsteg vektora pomeraja (24) i
postovanjem C|njen|c:e da se u i-&vorovima javlja elasti¢no uIeZ|stenJe Tako se dobua
vodedi raduna o izrazima (19) i (20), redukovana matrica krutosti izrazena pomocu
opstih Clanova krs:

k11 k12 k13
k21 k22 k23
D& B B on (25)

JT
K] == EL1 - e K
[ 64 k3i-2,3i-2+C |

3 co k3n+3,3n+3
Struktura ¢lanova ove matrice definisana je sa (19) i (20).
Dimenzije matrice (25) je: [(3n+3)- (n1+n2+2n3)] x [(3n+3)- (n1+n2+2n3)]
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2.5.2 Redukovana inerciona matrica

Primenjujuéi gornju proceduru na ukupnu inercionu matricu (21), tj. brisanjem
ni+n2+2n3 kolona i vrsta, saglasno vektoru (24), dobija se redukovana inerciona

matrica

mi1 Mm12 M3

m21 m22 m23 -
(26)

[M] =T;._O%P Li| - : -+ M3j-2,31-2

ma3n+3,3n+3|

Matrica (26) ima iste dimenzije kao i matrica (25). Struktura njenih clanova
definisana je pomoc¢u podmatrica (22) i relacija identi¢nih izrazima (20), koji vaze i za
opsti ¢lan inercione matrice, tj. za mys.

2.5.3 Redukovana matrica prigusenja

Usvojeni model prigusenja oscilacija u materijalu je takav [2] da se propor-
cionalnost (23), izmedju ukupne matrice prigu$enja i ukupne inercione matrice, prenosi
i na redukovane matrice. Saglasno ovome, redukovana matrica priguSenja propor-
cionalna je redukovanoj inercionoj matrici (26) i glasi:

[B] = Blp) [M] (27)
2.6 SLOBODNO OSCILOVANJE AKSIJALNE STRUKTURE

Posmatraée se slobodno oscilovanje definisane aksijalne strukture, tj. glavnog
vretena u dva slucaja:

1. prigusenje u materijalu je zanemarivo,

2. prigudenje u materijalu nije zanemarivo.”

Oscilovanje aksijalne strukture, diskretizovane konac¢nim elementima u obliku
grede, predstavlja oscilovanje sistema sa konacnim brojem stepeni slobode . Ovde je
re¢ o sistemu sa (3n+3)-(n1+n2+2n3) stepena slobode, kao $to je pokazano u uvodu
odelika 2.5 Diferencijalne jednacine ovakvih oscilacija su poznate [5].

2.6.1 Slobodnc ascilovanje aksijalne strukture bez prigu$Senja u materijalu

Diferencijalna jednacina malih slobodnih oscilacija aksijalne strukture, bez
priguenja u materijalu, disketizovane kona¢nim elementima u obliku grede glasi

[M]{5}+[K] [6}=0 (28)

gde su :

[M] - redukovana inerciona matrica (26)

[K] - redukovana matrica krutosti (25)

{8} - vektor pomeraja aksijalne strukture (24)

{6} - vektor ubrzanja aksijalne strukture

Matrice [M] i [K] su realne, simetri¢ne i pozitivno definitne. PoloZaj {}={0} je
stabilni ravnotezni polozaj. Tada se resenja jednacine (28) mogu traziti u obliku

(6}={80} € -

*) U radu se razmatra samo uticaj priguSenja u materijalu, dok je uticaj prigusenja u drugim elemen-
tima sklopa glavnog vretena (na pr. u leZitima i spojevima) predmet narednih istraZivanja.
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gde je w - kruzna frekvencija slobodnih oscilacija. Primenom (29) na (28) dolazi se
do jednacine:

([K] —w’[ M]) {60}=0 | (30)

Vektor {do} sadrzi nepoznate koeficijente.Uslov egzistencije netrivijalnih resenja
homogene algebarske jednacine (30) po {do} dovodi do frekventne jednadine

det ([ K] —w?[ M]) =0 (31)

Uslov (31) je potreban i dovoljan,
ReSavanjem jednacine (31) dobija se spektar sopstvenih kruznih frekvencija
razmatrane aksijalne strukture w1, w2, w3, ..., W3n+3-(n1+n2+2n3)-

2.6.2 Slobodno oscilovanje aksijalne strukture sa priguSenjem u materijalu

Diferencijalna jednac&ina malih slobodnih oscilacija aksijalne strukture, uziman-
jem u obzir prigusenja u materijalu, glasi

[M]{8}+[B]{é}+[f<]{a}=o (32)

Ovde je [B] - redukovana matrica priguSenja (27). Ostale matrice su definisane
u 2.6.1 Koris¢enjem (27) jednacina (32) postaje

[M]{5}+§[ M] {8 }+[ K] {8} =0 (33)

Odredjivanje kruzne frekvencije u ovom slu€aju vrdice se na sledeéi nacin.
Uvodi se smena vektora pomeraja na sledeci nacin

P=p)e %" . e
gde je {y}— novi vektor, koji odgovara vektoru pomeraja {0}

Smenom (34) u jednacinu (33) dolazi se do sledece diferencijaine jednacine

2
[M] {¥}+([K] —ﬂ—z[ M]) fr}=0 @)

Matrica [K]—( ﬁ2/4p2) [M] je realna, simetricna i pozitivno definitna. Prema tome,
re$enja jednadine (35) mogu da se traze u obliku, sli€nom obliku (29)

(r}={ro} " (30
Ovde je Q kruzna frekvencija prigusenih oscilacija. Smena (36) u (35) dovodi
do algebarskih jednadina.

. g%
(( [ K] —74%[ M]) —Q7[ M] ){Vo}=0 (37)
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Algebarska jednacina (37) je homogena jednacina. Potreban i dovoljan uslov
egzistencije netrivijalnih reSenja jednacine (37) po {yo} jeste

2
2 -
ger(( (K1 —;%[ M]) 92 M) ) =0 (38)

lzraz (38) predstavlja frekventnu jednacinu slobodnih oscilacija aksijalne
strukture, kada se uzima u obzir prigusenje u materijalu.

2.6.3 Bezdimenzijski koeficijent prigusenja

Uticaj prigusenja oscilacija u mnogim materijalima ne zavisi od frekvencije
oscilovanja. Ovo je potvrdjeno eksperimentima [7]. Disipativhe karakteristike oscilovanja
uvode se pomocu bezdimenzijskog koeficijenta prigusenja y, koji se vezuje sa
logaritamskim dekrementom oscilovanja , na sledeéi nacin

T TR 1
Y=cu

Napomena Ill Treba razlikovati skalar 6 i {0} vektor .

Neka je wo najniza vrednost kruzne frekvencije oscilovanja aksijalne strukture
bez unutradnjeg trenja . Tada je logaritamski dektement

d=2r/wo x B/2p
odnosno bezdimenzijski koeficijent prigusenja je

PY=2n/wo X flp

Vrednost logaritamskog dekrementa ¢ nalazi se iz odgovarajucih dijagrama
[7].Na osnovu ovog razmatranja dolazi se do sledece-veze

Bl2p= wo/2r x & (39)

Na osnovu ovoga jednacina (38) glasi:

wd

o 8 [ M])-Q*(M]] =0 . (40)

det[ ([ K] —

Resavanjem frekventne jednacine (40) dobija se spektar rezonantnih kruZnih
frekvencija prigusenih oscilacija aksijalne strukture Qi, Q2, ..., Q3n+3—(n1+n2+2n3).

2.6.4 Ocena uticaja prigusenja u materijalu

Postojanje prigusenja u elastitnom sistemu dovodi do smanjenja kruzne
frekvepcije oscilova{wja. Uticaj prigusenja ocenjuje se prema kolicniku normi matrica

(M1 ' (B1? 1 (M) ' [K]).

Uslov da je prigusenje malo glasi [2] -

M e (41)
fovy =kl

U (41) mogu se uzeti bilo koje norme matrice. Ovde je re¢ o Frobenijusovoj
normi matrice [A] , tj. za [A] = [ain]nxn Frobenijusova norma je

Al = V3 3 jul?

Pri maloj disipaciji kruzne frekvencije uz prigu$enje se malo razlikuju od
sopstvenih kruznih frekvencija bez prigusenja. Tada se mogu, u prvoj aproksimacij,
zanemariti nedijagonalni elementi matrice [M]'[B]. Ovaj pristup je opravdan u sluéevima
kada ne postoje pouzdane informacije o priguseniju.
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3.0 PRIMERI

Rezultati koji se dobijaju primenom gore dobuenlh razmatranja oscilovanja
opSteg modela aksijalne strukture prikazace se na primeru jednog glavnog vretena

(slika 3).

Slika 3. Glavno vreteno diskretizovano sa dva konacna elementa
Fig.3 Main spindle discretized by iwo finite elements
terua& glavnog vretena je konstrukcioni gelik, modula elasti¢nosti
E=2. 1x10 [N/m€<], gustina materijala iznosi p=7850[N/m"]. Posmatrace se slobodno
oscilovanje glavnog vretena za slucaj kada se prigusenje u materijalu zanemaruje i za
slu¢aj kada se prigudenje uzima u obzir. U slucaju kada se prigusenje uzima u obzir
tada je matrica prigusenja [B] proporcionalna inercionoj matrici [M] , kao $to je vec
izlozeno u odeljku 2.6.3 i definisano vezom (27). Prema odelju 2.6.3, odnosno vezi (39)

priguSenje u materijalu se uvodi na sledec¢i nadin
[B]=(wo?/472)0%[M) (42)

Logaritamski dekrement oscilovanja ¢ se ocitava iz dijagrama (slika 4) za usvojeni
materijal [7]. Materijal se posmatra u razli¢itim stanjima i vrednosti 6 su sledece:

0= 2,3[%]= 0,023 - isporuceno stanje,
0= 13 [%] = 0,13 - dva dana nakom normalizacije,
0= 21.5[%] = 0,215 - pri istezanju 4,5[%].

4%
J
20 - /'i . .
: )& 1 - isporu¢eno stanje
kS / / 2 - pri defoirmaciji 2 [%]
: ] / A 3 - pri deformaciji 4.5 [%]
= A/ 4 - pri deformaciji 9 [%)]
2T /// 7 5 - 2 dana nakon normalizacije
A ¢
_ // 7 6 - 5 dana nakon normalizacije
’ Y4 L/’ W% 7 - 20 dana nakon normalizacije
1 s 8 - 60 dana nak izacij
// “/‘_// - nakon normalizacije
¢ Nz <
/ //A/d/ ¥
A=

0 & 1015 20 Gregymmt
Slika 4. Zavisnost logaritamskog dekrementa za razli¢ita stanja materijala
Fig. 4. Logarithmic decrement dependence for different state of materials
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Diskretizacija glavnog vretena ¢e se izvrsiti na dva nadina: (n) = 2i (n) = 6
konacnih elemeqata u obliku grede (slika 3. i slika 5). Dobijene vrednosti kruznih
frekvencija wi [s"'] oscilovanja glavnog vretena izrazi¢e se kao frekvencije

fi= wi/2r [Hz]

_._L‘_ﬂ._;__.__._“__,,_ %

—

r
-
—
—~

L

Slika 5. Diskretizacija glavnog vretena sa Sest konacnih elemenata
Fig. 5. Discretization of the main spindle by six finite elements

3.1 DISKRETIZACIJA SA DVA KONACNA ELEMENTA

Broj kona&nih elemenata je (n) = 2. Konaéni elementi su numerisani sa (1),
(2). Cvorovi konaé&nih elemenata numerisani su sa 1, 2, 3. U ovom slucaju ( v. sl.1 i
sl.3) je :

Li= 0,250 [m], D1= 0,050[m] d1= 0,025[m]

Lz= 0,050[m], D2= 0,075[m] d2= 0,035[m] .

Na osnovu ovih podataka, prema (11) i Napomeni | iz odeljka 2.4.2, moZe se
pisati:

lo= 1, l1= 0,2, l.1= l2= 0.

Primenom (12) i (14) dobija se:

pi= 0,0015, p2= 4,8224, q1= 0,03, q2= 1,76,

pri tome je po= p3= qo= q3= 0.

Glavno vreten% je elasti¢no uleiiéteng u évorovima 1 i 2 (v. sl.3). Krutosti ovih
lezidta su: c1= 3.4x10° [N/m] i ca= 6.8 x 10°[N/m]. Broj stepeni slobode odredjuje se
na sledeéi nadin.Prema uvodu odelijka 2.5 moze se pisati n1= 2, n2= n3= 0. Na osnovu
ovoga, za razmatranu diskretizaciju glavnog vretena dobija se :

3n+3 - (n1+ n2 + 2n3) = 7.

Dakle, broj stepeni slobode je 7. Ukupni vektor pomeraja (24) ima 7 koordinata:

(6} ={u1d1|uzd2|uawada}’ (43)

Na osnovu gore izloZzenog, saglasno vektoru (43), kori$¢enjem matrice (25),
kao i relacija (19) i (20), dobija se matrica krutosti za ovaj slu¢aj diskretizacije:

7
[K] = @-ELl [kfj] - (44)
Inerciona matrica dobija se, sli¢nim razmatranjem, iz (26)

RLT . e
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Matrica prigusenja, saglasno vezi (42) i dobijenoj matrici (45) ima oblik

w (@6)

[B] =

2

0 <2
o[} _—

42 [ M]

RazliCite vrednosti logaritamskog dekrementa preuzete su iz [7] i navedene ranije.
3.1.1 Oscilovanje bez prigusenja

Frekventna jednacina (31) za matrice (44) i (45) daje spektar sopstevnih kruznih
frekvencija, koje je tabelarno prikazan u Tabeli T.1

Tabela T.1

Wl 10055.620
w?2 15837.716
w3 28463.863
w4 62173.581

w5 179170.061
w6 211645.103
w7 583721.140

Jedinica wij je [3'1].

Najniza vrednost kruzne frekvencije je wo= w1. U tabeli T.5 prikazane su &etiri
najnize vrednosti frekvencija raunate prema izrazu

fi=wil2n, i =1, 2, ..., 7.

3.1.2 Oscilovanje sa prigusenjem

Kada se u materijalu javlja prigusenje tada se, kori§éenjem matrica (44), (45)
i (46), pomocu frekventne jednacine (40) oscilovanja glavnog vretena, za razlidite
vrednosti logaritamskog dekrementa, dobijaju sledeéi spektar rezonantnih kruznih
frekvencija:

Tabele T.2

0=0.023 0=0.130 0=0.215
21 10055.552 10053.467 10049.731
€22 15837.637 15836.349 15833.977
Q3 28463.840 28463.104 28461.784
(@F] 62173.570 62173.233 62172.629
Qs 179170.057 | 179169.940 | 179169.730
Q6 211645.099 | 211645.000 | 211644.823
Q7 583721.137 | 583721.103 | 583721.038

Jedinica Qj je [s-1]
3.1.2.1 Uticaj prigusenja

Dobijene vrednosti kruznih frekvencija u tabeli T.2 malo su niZze od vrednosti
u tabeli T.1, koje se odnose na oscilovanje bez prigu$enja. Ocena uticaja priguenja
na veliCinu kruzne frekvencije vrsi se pomocu koli¢nika (41). Smenom matrica (44),
(45) i matrice (46) za, ovde uzete, tri razlidite vrednosti logaritamskog dekrementa u
koliénik (41) dobijaju se vrednosti:

za 6= 0.023 je Q= 370,345 10° << 1

za 6= 0,130 je Q= 8,732 10 << 1

za 6= 0,215 je Q= 23,884 10° << 1
Zb.R.IPM 10(1993)10: 193-213
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Dobijeni koliénici su vrednosti mnogo manje od 1, tako da se ovde, sa ovako
definisanom matricom prigusenja, radi o malom prigusenju oscilovanja [2].

3.2 DISKRETIZACIJA SA SEST KONACNIH ELEMENATA

U ovom sluéaju ¢e se glavno vreteno diskretizovati sa (n)=6 konaé&nih
elemenata ( v. sl. 5).Kona&ni elementi su ozna&eni sa (1), (2), (3), (8), (5),(6). Cvorovi
su numerisani brojevima 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7. Prema sl. 5 je

L1 =la=1l3=1Ll4s=Ls =1L = 0050 [m]

D1 = D2 = D3 = D4 = Ds = 0,050 [m] Ds = 0,075 [m]

di = dz2 = d3 = d4 = ds = 0,025 [m] ds = 0,035 [m]

Koriste€i Napomenu | iz odelika 2.4.2, izraz (11) daje vrednosti lo=1, l1=l2=
= I3 =lg=ls=1, l-1=lg= 0.

Bezdimenzijske veli¢ine definisane sa (12) i (14) ovde su :

P1 = p2 = p3 = pa = ps = 0,9375; ps = 4,8224
1=02=03 =04 = g5 = 0,75; g6 = 1,76

Glavné:n vreteno je elastiéno uleZiSteno u &vorovima 1 i 6 . Krutosti ovih leZista

suc1=4,310 [N/m] ic2=6,8 10~ [N/m] .Broj stepeni slobode, ovako diskretizovanog,

glavnog vretena rac¢una se primenom razmatranja iz odeljika 2.5. Kako je n1 = 2,

n2 =n3 = 0i (n) = 6 bice

3n+3 - (n1+ n2 + 2n3) =

Prema tome broj stepeni slobode je 19. Ukupni vektor pomeraja (24), n
osnovu ovoga ima 19 koordinata:

]

{6} ={u1d1|uawadz| ... |uede|urwzdz}" (47)

Sada, matrica(25) i opste relacije (19) i (20) saglasno koordinatama vektora
(47), daje matricu krutosti

[K]=(/64)EL1[kij]19x19 (48)

49
Inerciona matrica se dobija na osnovu matrice (26), saglasno gornjoj matrici i( )
glasi :

[M]=(/1680)pL13[mij]19x19
Matrica prigu$enja, koriS¢enjem veze (42), vezana je sa matricom (48), tj. glasi
[B]=(woz*x®)0%(M] (50)

Za logaritamski dekrement uzete su, kao i u odeljku 3.1, tri vrednosti.

3.2.1 Oscilovanje bez prigusenja

Pomoc¢u matrica (48) i (49) formirace se frekventna jednacina (31), koja ima
spektar sopstvenih kruznih frekvencija, prikazanih u tabeli T.3.
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Tabela T.3

Wl 9476.890 @il 222837.671
w?2 15665.895 w12 263794.723
w3 27244,270 w13 312283.458
w4 47556.243 w14 322242.296
ws 66069.438 wis 384660.952
weo 80685.125 w16 480277.835
w7 127621.896 w17 595511.249
ws 138611.913 w18 692313.843
w9 179170.061 w19 739764.495
wln 183654.087

Jedinica wi je [s-1].
Najniza vrednost kruzne frekvencije je wo=wi. U tabeli T.5 prikazane su
vrednosti frekvencije racunate prema izrazu :

fi=wi/2r [Hz); i=1, 2, ..., 19.
3.2.2 Oscilovanje sa prigusenjem

Uvodjenjem prigudenja u materijal dolazi se do frekventne jednacine (40), koja
za matrice (48), (49) i (50), za tri razli¢ite vrednosti logaritamskog dekrementa, kao i
u odeliku 3.1.2, ima spektar rezonantnih kruznih frekvencija dat u tabeli T4.

Tabela T.4
d=0.023 d=0.130 0=0.215

Q) 9476.787 9474.821 9471.300

Q2 15665.857 15664.668 15662.538
Q3 27244.248 27243.654 27242.340
Q4 47556.231 47555.839 47555.138
Qs 66069.429 66069.148 66068.643
Qo 80685.118 80684.887 80684.474
Q7 127621.892 127621.746 127621.484
Q3 138611.909 138611.774 138611.534
Qo 179170.058 179169.953 179169.767
€210 183654.084 183653.982 183653.800
Q11 222937.668 222937.585 222937.453
Q12 263794.726 263794.655 263794.525
Q13 312283.457 312283.397 312283.290
Q14 322242.294 322242,236 322242.132
Qs 384660.951 384660.902 384660.815
Qo6 480277.834 480277.758 480277.726
Q17 595511.248 595511.217 595511.161
Q8 692313.843 692313.816 692313.768
Qo 739764.494 739764.469 739764.424

Jedinica Qi je [s-1].
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3.2.2.1. Uticaj prigusenja

Vrednosti kruznih frekvencija u tabeli T.4 ne razlikuju se mnogo od kruznih
frekvencija nepriguSenih oscilacija, koje se nalaze u tabeli T.3. Uticaj prigu$enja se
odredjuje pomoc¢u koli¢nika (41). Matrice (48), (49) i (50), za razlidite vrednosti
logaritamskog dekrementa, daju koli¢niku normi matrica (41) sledec¢e vrednosti:

za 6= 0,023 je Q = 0,257 10° << 1

za 0= 0,130 je Q = 262,432 10° << 1

za 6= 0,215 je Q = 1963,355 10° << 1

Dobijene vrednosti opet su mogo manje od 1, tako da se radi o malom
prigusenju pri oscilovanju razmatrane aksijalne strukture.Dobijene vrednosti su veée
od vrednosti dobijenih u 3.1.2.1 .Ovo se objasnjava ve¢om tacnos$c¢u usled povecéanja
broja konacnih elemenata.

Napomena |V:Za izra¢unavanje vrednosti matrica, sopstevnih vrednosti i normi
matrica koriScene su moguénosti programskog sistema MATLAB [12].

Pored prethodno izlozenog u cilju verifikacije predlozenog matemati¢kog
modela izvrSeno je izracunavanje sopstevnih vrednosti kori$¢enjem drugih programskih
paketa. Ovi rezultati su prikazani u tabeli T.5. Prema [6] izvr§eno je izracunavanje pri
diskretizacija takodje sa dva i Sest konacnih elemenata, pri ¢emu se napominje da se
radi o vrlo slicnom matematiCkom modelu (koriste se matrice krutosti kona¢nog
elementa oblika grede i inerciona matrica), ali se ne moze uzeti u obzir trenje na ovakav
nacin kako je to u radu izloZzeno. Prema [10] radi se o dinami¢kom modelu baziranom
na koncentrisanim masama.Prikazani rezultati ukazuju, u ovom slucaju, na vrlo veliki
uticaj finoce diskretizacije na kanacne elemente.l u ovom slu¢aju matrica krutosti se
ratuna za konac¢ne elemente oblika grede. Uticaj pnguéen;a se takodje ne moze na
ovaj nacin uzeti u obzir.

1

Tabela T.5
P S Prema [6] Prema [10]

Sopst- Prema metodologiji izlczenoj u radu (inerciona matrica gredelimetod koncentrisanih masa)
vene - = > e
frekwell bez prigusenja sa prigusenjem bez prigusenja bez prigusenja
ncije ot A m 6 2, =

: kgnuénu kEnoémh 2 konucnu ciemnn"t_“:!’___ > Keoginih eWpwimtc ko?mfnn konaénih konacna konacnih
[Hz] || etementa clemen. 2,3 !. 15% | 21523 | 13% | 215 | elementa |elemenata elementa elemenata

1.. || 160040 | 150828 | 160039 | 160005| 1599,46 | 1508,27]1507,96 | 150740 || 16252 155779 805 1470

2. | 2520,65 | 249330 | 252064 | 25203| 252006| 24932902493 1 | 249277} 2570 255551 1240 2410

3. || 453016 | 433606] 4530,16| 453003} 4529,83| 433606| 433595[433575 | 4544 46062 2580 4120

4. | 9895,23 | 75649 81| 9895,23| 985519 9895,08 756880| 756875( 7568,63| 11407 863352 3010 6350

4.0 ZAKLJUCNA RAZMATRANJA

Na osnovu prikazanih rezultata moze se zakljuciti da je uticaj unutrasnjeg trenja
u materijalu, bez obzira na njegovu veli¢inu iskazanu logaritamskim dekrementom
oscilovanja, vrlo mali.Ovo je verifikovano uslovom (41), koji sadrzi norme matrica
krutosti, inercionih matrica i matrica priguSenja.Matrica prigusenja je uvedena tako da
je proporcionalna inercionoj matrici.Ovo znaci da su koeficijenti prigusenja jednaki za
sve normalne koordinate.Finija diskretizacija razmatrane aksijalne strukture konaénim
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elementima u obliku grede pokazuje veci uticaj priguSenja na vrednosti frekvencija
oscilovanja.

Dalji cilj istrazivanja oscilovanja sa priguSenjem u materijalu aksijalne strukture

diskretizovane konacnim elementima u obliku grede, jeste proucavanje prinudnin
oscilacija i posmatranje oscilovanja kada se matrica prigusenja uvodi na drugi na&in.
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