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RESENJE MATEMATICKOG MODELA PROCESA ZAPREMINSKOG
OCVRSCAVANJA ODLIVKA VARIJACIONOM METODOM

Rezime

U radu je primenjen varijacioni metod Galerkina na mate-
matidki model procesa zavreminskog odvridavanja odlivka, radi
iznalaZenja temperaturnog polja odlivka. Dobijeno redenje ma-
tematidkog modela je u analitidko-funkeionalnom obliku, po-
godnom za analizu uticaja parametard procesa na profil tempe-
raturnog polja i tok procesa. Relativna kolidina dvrste faze

u matematidkom modelu definisana je kinetidkom jednadinom
kristalizacije Kolmogorova.

SOLUTION OF MATHEMATICAL MODEL OF VOLUME SOLIDIFICATION
IN CASTINGS USING VARIATION METHOD

Summary

The Galerkin method of variation is applied to solve
mathematical model of volume solidification in infinite slab
and to determine temperature field in casting. The solution
of mathematical model is given in analytical—functional form,
which is comvinient for analysis of process. Relative fraction
of solid state in mathematical model is defined by chinetical
equation of solidification given by Kolmogorov. -
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1. UvVOD

Matematicki model procesa zapreminskog oé¢vr3cavanja od-
Tivka ¢ini parcijalna diferencijalna jednadina Furijea sa
toplotnim izvorima i jednac¢ine koje opisuju pocCetne i granic-
ne uslove. Ovako saCinjen matematicki model je uproScéen, jer
ne opisuje sve pojave koje prate proces oévr3cavanja odlivka.
Sadinjavanje matematic¢kog modela koji bi potpunije opisivao
proces je oteZano usled nemoguénosti matematickog opisivanja
nekih pojava (filtracija, izdvajanje gasa i dr.). Tako sali-
njen matematicki model bioc bi vrlo teZak za re3avanje ili se
uopSte ne bi mogao rediti.

Re§enje matematiékog modela predstavlja funkcija T(x,T)
i naziva se temperaturno polje odlivka. 0d znacaja je u kak-
vom obliku je izraZena funkcija T(x,T), tj. da 11 je takav
oblik funkcije pogodan za vr3enje odredjenih analiza. Za in-
Zenjersku praksu pogodno je reSenje matematickog modela dati
u analiticko-funkcionalnom obliku. Dobijanju reSenja matema-
tickog modela (1)-(4) moZe se pri¢i na dva nadina: da se, ma-
tematicki gledano, dobije taino re3enje 1 da se dobije aprok-
simativno reSenje. Tacno reSenje matematickog modela kakav je
predstavljen jedna&inama (1)-(4) zasniva se na korisc¢enju in-
tegralne transformacije (Laplasove). Re3enje se dobija u vidu
beskonaénih funkcionalnih redova u kojima figuri3u transce-
dentne funkcije, te takva re3enja nisu pogodna za vrienje ana-
liza procesa.

Za praksu vec¢i znacaj imaju aproksimativna re3enja ako su
u takvom obliku da je sa njima lako operisati pri vr3enju od-
redjenih analiza ili, pak, odredjivanju nekih parametara pro-
cesa. Aproksimativna reSenja su po tacnosti vrlo bliska tac-
nim re§enjiha, jer se i kod taénih reSenja ide na nekoliko
¢lanova reda, a ne od 0-«, Takodje treba imati u vidu da se
ta¢na resSenja, kao i aproksimativna, dobijaju iz upro3éenog
matematickog modela.
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2. MATEMATICKI MODEL

U procesu zapreminskog oévr3S€avanja na zidu odlivka ne
obrazuje se ¢&vrsta kora, ve¢ je Cvrsta faza ravnomerno raspo-
redjena po preseku zida odlivka. Strogo govoreci, proces za-
preminskog ofvr3cavanja odlivka u kalupu ne ostvaruje se,jer
rastop u povr3inskim slojevima zida odlivka uvek ¢e imati ni-
Zu temperaturu nego u centralnoj osi. U povr3inskim slojevi-
ma zida odlivka polinje proces obrazovanja Evrste faze (kris-
tala) i ranije se zavr3ava nego u povr3inskim slojevima.

Matematicki model procesa zapreminskog olvr3cavanja od-
livka oblika beskonaine ploe odredjen je jedna&inama (1)-(4)
11].

. 9T(x,t) _ 3 AT (Xx,1) an(Xx,T
©2P2 g1 = mghhy =) # Loy gT (1)

sa pocetnim uslovom

T(xso) = Tkr‘ (2)

grani¢nim uslovom u centru zida odlivka

aT(0,1) _ 0 (3)

o X

i graniénim uslovom na povr3ini zida odlivka

2
-xp AT o o 7(X,1)-T, | (4)

gde je Cy - specifi¢na toplota, a L2 - specifiéna t0p10fa
kristalizacije u dvofaznoj oblasti. Gustina dvofazne oblasti
oznacena Jje sa Prs @ Cvrste faze sa 53. Toplotna provodlji-
vost dvofazne oblasti je Aos @ @ predstavlja koeficijent pre-
laza toplote sa odlivka na kalup. Temperatura kristalizacije
oznatena je Tkr’ a temperatura sredine u kojoj se odlivak
hladi sa TS.

MatematiZki model procesa zapreminskog o&vr3cavanja od-
Tivka (1)-(4) re3ice se uz sledeca upro3cenja: toplotno-fizi-
¢ke osobine materijala odlivka u dvofaznoj oblasti su kons-
tantne; gustine i te&ne i &vrste faze su jednake; rastop se u
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kalup uliva bez pregrevanja; u momentu pofetka kristalizaci-

je u jedinici zapremine rastopa prisutno je N-centara krista-
lizacije, ¢iji se broj u daljem periodu hladjenja rastopa ne’
poveava. Linearna brzina rasta kristala odredjena je izrazom
N=k0(Tkr-T(x,r)),gde Jje ko, - kineticCki koeficijent brzine ra-
sta kristala |1]. '

~ Re3enje matematifkog modela (1)-(4). zahteva poznavanje
funkcije n(x,t). Toplota kristalizacija, koja se oslobadja u
dvofaznoj eoblasti; proporcionalna je funkciji n(x,t) i ras-
prostire se u okolini tacke izdvajanja. Tada se moZe pretpos-
taviti da funkcija n(x,t) zavisi od prethladjenja, tj.

ni{xst} = g{AT) = ankr-T(X,T)l.
Kako n(x,t) predstavlija relativnu koliinu &vrste faze,

to se ova funkcija, za slu¢aj zapreminskog o&vricavanja od-
livka, moZe iskazati kineti&kom jedna&inom Kolmogorova |1]|

T

n(x,7) = 1-exp{-yng|J(Tkr-T(x,T))dT|3} | (5)

0

gde je y - oblik rasta kristala, a N - broj centara kristali-
zacije.

Vrednost eksponenta u jednalinu (5) oznaliCe se novom
promenljivom B, u obliku

T
- i 3
83 = W31 (T - TOxuTyar] (6)
1 kr”
Jednac¢ina (5)-sada ima oblik
n(xs1) = 1-exp(-8) (7)

Funkcija .n(x,t) predstavlija odnos &vrste faze V i teéne
faze Vo, ;= n(x,T)=V/V0.

Proces ocvr3cavanja odlivka moZe se smatrati zavrsenim
kada u toplotnoj osi zida odlivka relativna koli&ina &vrste
faze n(x,t) dostigne 99% |2|. Koristec¢i ovaj uslov u cilju
iznalaZenja vrednosti B, na zavr3etku procesa oé&vr3éavanja,
prethodni izraz dobija oblik
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odakle se dobije vrednost promenljive B=1,66=1,7 na zavr3et=-
ku procesa cévricavanja. Vrednost funkcije B krece se od

0 (nule) na pocetku procesa ocvricavanje do 1,7 na zavrietku
procesa ocvrScavanja. Jednac¢ina (6) moZe se prikazati grafié-
ki, tako da ordinatu C¢ini funkcija n(x,t) (ija se vrednost
krece od nule,na pocetku procesa procesa ofvrScavanja, do je-
dinice na zavr3etku procesa) a apscisu osu funkcija B.

Na osnovu tog grafickog prikaza moZe se funkcija n(x,t)
iskazati u obliku

n(x,t) = tgaB = mB(x,T) (9)
gde je m - tangens ugla izmedju funkcija n(x,t) i B(x,T). Uno-
Senjem jednacine (9) u (1), pri napred navedenim uproséenji-
ma, jednacdina (1) glasi

2 L
aT(x,1) _ 3 T(x,1 2 3B (x,1)
AT = A, —-é;g—l & T, m = (10)
iz jednaline (6) je
B 9 1 3
BB(XT) = (yn) 3k (1) - Tix0T)) (11)

Radi lak3eg iznalaZenja reSenja matematickog modela
(1)-(4), preé¢i €e se na bezdimenzione velic¢ine. Po unodenju
jednaline (11) u jedna&inu (10) i nakon niza sredjivanja, ma-
tematicki model (1) do (4) u bezdimenzionom obliku glasi

t(y,Fo) 3%t(y,Fo)

e = - 3y2 = KqKom-t(y,Fo) + K,K,m (10)

PoZetni uslov (2) i grani&ni uslovi (3) i (4) u bezdi-
menzionom obliku su:

t(y,0) = 1 | (11)
3t(0,Fo) = 0 (12)
3t(1,Fo) .

'—B*y-—"— = 'B1t(1,FO) (13)
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Jednac¢ine (10)-(13) prikazuju matematicki model (1)-(4)
U bezdimenzionom obliku. Bezdimenziona veli¢ina su:

y = x/X, gde je X - polovina debljine zida odlivka
T(x,T)--TS

t(y,Fo) = —T;f:T——— - bezdimenziona temperatura
r s

|Q

B i ix - kriterij Bio

"

T

Fo - kriterij Furije-a

Bezdimenzioni kriteriji K1 i K2 odredjeni su izrazima

2 |
K, (YN)1/3k0(Tkr-Ts) L (14)
K, = 2 | (15)

Pri re3avanju matematickog modela koristic¢e se metod
Galerkina

3. RESENJE MATEMATICKOG MODELA

ReSenje matematickog modela (10)-(13) obavicée se prime-
nom varijacioncg principa. Profil temperaturnog polja zida
odlivka pretpostaviée se u obliku

t(y-Fo) = (h-y%)f(Fo) (16)

Diferenciranjem prethodne jednaine po y dobija se

dt(y:Fo) 1
“¢ime je pri y=0 zadovoljen graniéni uslov (12). Da bi se za-
dovoljio graniéni uslov (13) jednacina (16) ce se.diferenci—
rati po y i pri y=1 izjednaiti sa graniénim uslovom (13),
: &

-2f(Fg) = -Bi(h-1)f(Fo)
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odakle se dobije

e m BEEE S : 2 (18)

Koriste¢i Galerkinov metod dobije se

j 3t(y-Fo) 3°t(y,Fo) 3t(y,Fo)

BFE T T of - NiRgMli-ElreFe)) [ dy=0
° (19)

Vrednosti funkcija koje sadrii jednadina (19) odredice se iz

(16)

at(.YaFQ) ok
e = (h=y2)F(Fo)

affﬁ{%fﬂl 2f(Fo) ' (20)
—-— = = 0
dy
3t(y,Fo)
———— = (h-y?)
af (Fo)

UnoSenjem ovih vrednosti u jedna&inu.(19) dobije se

1 1 1
fJ(h—yZ)dy+fJ|2+K1K2m(h—yzﬂ(h-yz)dy-K1K2mJ(h-y2)dy
0} 0 0

0

(21)
OznaCe 11 se podintegralne vrednosti sa Ji' i=1,2,3, dobije

se

£3, + fd

1 - K.K,md, = 0 (21)

2 15272
gde je

4(2Bi% 10Bi + 15)
J =

1 15B 2
2
_ 4[(2K1K2m+5)Bi+(10K1K2m+15)Bi+15K1K2ml
2
15Bi
1w 2(Bi+3)
3 3B1
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iz jednacine (22)

. J
_ 3

ReSenjem ove jednaCine po f dobije se
J
2
J -:JTFO

J ,
- 3 3
f = K1K2|T| -JE + (]T - K1K2m)e (23)

c1 .
N (W

Uno3enjem vrednosti J1, J2 i 03 iz (22) u jednacCinu (23)
a zatim ove u (16), dobije se izraz za temperaturno polje zi-
da odlivka u obliku
Bi 5Bi(Bi+3
t(x.Fo) = (g7 )  rirp——
. 2|K1K2m(ZBT +10Bi+15)+5B1 (Bi+3) |

o2 " Ty
o KyKom(2Bi“+10Bi+15)+5Bi(Bi+3)
{581£B1+3) exp |- 172 . |F0+K1K2m} (24)
2Bi"+10Bi+15 2Bi

+10Bi+15

Jednac¢ina (24) definiSe temperaturno polje zida odlivka.
Pri odredjivanju temperaturnog polja odlivka datog jednainom
(24) -integralna konstanta odredjena je minimizacijom kvadrat-
nog ostatka za Fo=0.

Vrednost m u jednaini (24) odredjuje se iz jednacline
Kolmogorova, prema |1|. Ako se kinetiZka jedna&ina Kolmogoro-
va prikaZe graficki, a zatim izvr3i linearizacija, veli¢ina
m ima konstantnu vrednost i iznosi 0,59 |2|. Bezdimenzioni
kriterij Kz lako se odredjuje za odredjenu leguru. Metod od-
redjivanja pribliZne vrednosti kriterija K, dat je u |4].
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3]

4]

5]

6]

ZAKLJUCAK

1z napred izloZenog mogu se izvesti sledec¢i zakljulci:

Varijacioni metod primenjen na rgSenje matematitkog mdde-
la (1)-(4) daje pribliZno re3enje temperaturnog polja zi-
da odlivka.

. Temperaturno polje odlivka iskazano je u analiticko-funk-

cionalnom obliku, pogodnom za analizu uticaja pojedinih
parametara na profil polja.

Izraz za temperaturno polje zida odlivka oblika ploCe op3-
teg je karaktera.

Graficki prikaz temperaturnog polja zida odlivka moZe se
dati ako su poznate veliCine: karakteristitna dimenzija.
zida odlivka ¥, koeficijent prelaza toplote sa odlivka na
kalup o i toplotno-fizicke velicine legure Cys Az, L2.
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