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ANALIZA NAPONSKO-DEFORMACIONOG STANJA
METODOM LINIJA KLIZANJA

Dipl.ing. DragiZa 2. VILOTIC,asistent u
naudnom radu Fakulteta tehnic¢kih nauka
Univerziteta u Novom Sadu

Uvod

Odredjivanje naponsko-deformacionog stanja predstavlja osnov-
ni zadatak teorije elastidnosti 1 plastidnosti. Za reSavanje ovog
problema primenjuje se &itav niz kako teorijskih tako 1 ekspefimenm
talnih metoda. Neke od tih metoda su:

- metoda glavnih naponaj

- metoda varijacija deformacione energije;

- metoda linija klizanja, i dr.

Svaka od ovih metoda primenljiva je za odredjene uslove 1 za
reSavanje odredjenih zadataka.

U ovom radu biée prikazana metoda linija klizanja kako sa teo-
rijskog stanovi$ta, tako i sa stanovidta praktidéne primene. Naime,
ova metoda biée primenjena na analizu naponsko-deformacionog stanja
za slucaj slobodnog sabijanja cilindra uz eksperimentalnu proveru
rezultata.

Ideja o linijama klizanja relativno je stara, 1 potile jod od
1871. godine, kada je M.Levy /3/ postavio funkcionalnu vezu izme-

dju napona i1 brzina deformacije. Fundamentalni doprinos ovoj meto-



di dali su H. Hencky /1/ i L. Prendtl /1/, koji su prakti&no stvori-
1i teoriju linija klizanja i dali reSenja naponsko-deformacionog
stanja nekih problema. Originalna reenja, na osnovu ove metode, da-
1i su A.D. Tomljenov /1/, R. Hill /6/, W. Johnson /7/, E.M. MakuSok
/2/, V.V. Sokolovskij /3/, W. Prager /4/ i dr.

Do intenzivnijeg razvoja metode linija klizanja do8lo je, u po-
slednje vreme, zbog njene praktidne primene na konkretne tehnoloske

probleme,

ELEMENTARNA TEORIJA LINIJA KLIZANJA

Uo&imo tacku a  u ravni xz tela u kome vlada ravno naponsko

stanje (sl. 1.), i u toj tadki nanesimo pravac glavnog tangencijal-
nog napona T,. Krenimo pravcem vektora Ty do tacke ays koja se na-

lazi veoma blisko tadki a s zatim u ovo]) ta&ki nanesimo pravac i ve-

li¢inu glavnog tangencijalnog napona T,. Vektor 7,, u op8tem gluca~-

ju, se razlikuje od vektora t,, i po pravcu, i po veli&ini. Nastav~

1jajuéi ovu konstrukeciju dobija se niz tataka a;, a,, az, a,; ag...

Vratimo se ponovo u tacku . U njoj, pored glavnog tangenci-
jalnog napona T, postoji i drugi tangencijalni napon koji je up-
ravan na prethodni. Primenom prethodnog postupka dobija se niz ta-

taka al, a5, a., a.
22 T3 Ty’ 5 °°°



- 23 =

Spajanjem tadaka ays dys ag ees i a{, ai, aé ... dobijaju se
linije glavnih tangencijalnih napona, ili linije klizanja. Nastavlja-
juéi analognu konstrukciju iz talaka a,, az, a, ... i a;, ag, a;
«.s5 dobija se polje linija klizanja (sl. 2.), koje se sastoji iz
dve familije krivih linija oznadenih sa o i B. .

Na osnovu prikazane konstrukcije polja linija klizanja moZe
se zakljuliti, da ¢e razliditim naponskim stanjimaodgovarati raz-
li¢ita polja linija klizanja, i da su 1inije klizanja familije a
1 B uzajamno ortogonalne.

Sli¢nim postupkom moZe se konstruisati i polje glavnih norma-
1nih napona, koje sa poljem linija klizanja zaklapa ugao od m/u.
Na sl. 3. dati su pravei glavnih normalnih i tangencijalnih napona

konstruisanih za tadku a.

Glavni normalni napon Gy zaklapa ugao ¢ sa x osom, dok drugi nor-
malni napon 0,s zaklapa ugao ¢+m/2 sa x osom. Ugao izmedju tangen-
te na liniju o i x ose je w=¢+71/4.

Sa sl. 3. sledi:

dz

g% © tgw duz linija oy

(1)
a2 _ cot duZ linige B
= w 9] "

Jedna¢ine(1) predstavljaju diferencijalne jedna&ine linija

klizanja.
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Za ravno naponsko stanje komponente napona u nekoj tadki iz-

nose:
O, = 0 + Ts1 cosZ¢
g, =0 = T3 cos?2¢
Tz = T3 sin2¢
Zamenimo u gornje jednadine vrednost ugla ¢ sa uglom w i, uzi-
majuéi u obzir da je pri plasti&noj deformaciji t3; = k, dobijamo:

g, =@ + k sin2w
o, =0 - k sin2w (2)
Tywz = -k cos2uw

Jednac¢ine ravnoteZe za ravno naponsko stanje imaju sledeéi
oblik:

3o 3T 9T E1e]
X+ XZ = 0 X2z X

TX 3z ) X 32

Zamenom komponenti napona iz jednadine (2), jednadine ravno-

teZe u ravni glavnih tangencijalnih napona glase:

30 dw . dw, _
s + 2k(cos2w TN sin2uw 32) = 0
(3
A0 Jw . dwy
55 © 2k(cosZm-aZ - sin2w ax) = 0

Ako sada pocetak koordinatnog sistema xoz premestimo u tacku
a, i to tako, da nove koordinatne ose x~ i z” budu tangente 1lini-
ja klizanja o 1 B (sl. 3.), jednac¢ine (2) i (3) neée promeniti
oblik.,

U beskona¢no maloj okolini tadke a lukovi linija klizanja o
ip mogu se zameniti njihovim tangentama, koje se poklapaju sa no-

vim osama x” i z”. Na taj nadin moZe se pisati da je:
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5 . 3 _ 8

3.3, 2
ox ~ 3da® Jz T 3B

dx = da; dz = dB;

Ugao w sada je jednak nuli, pa diferencijalne jednadine rav-
noteZe dobijaju sledeéi oblik:

Io;

%a(c + 2kw) = 0 (o0 = 2kw) = 0 (4)

QI

8

Integracijom diferencijalnih jedna¢ina ravnoteZe u lokalnom
koordinatnom sistemu dobija se:

o + 2kuw

it
0

o - 2kw = c,

Gornje reSenje treba korigovati, jer je izvriena integraciija
parcijalnih diferencijalnih jedna&ina. Na taj na¢in, regfenja dife-
rencijalnih jednad¢ina imaju oblik:

o + 2kw 2kn (B) duz linije ol
(5)
c, 2kE (o) duZ linije B

i

o)
Ry

H

g = 2kw

Pri tome, proizvoljne funkcije 2kn(B) i 2kE(a) imaju konstan-
tne vrednosti pri kretanju tadke uzdus jedne linije klizanja fami-
lije o i B , a menjaju se prelaskom na drugu liniju klizanja.

Jednac¢ine (5) poznate su kao Henkijev integral, ili integral-
ne jednadine plasti&nosti.

Ukoliko bi polje linija klizanja bilo poznato, tc bi Hencky-ev
integral predstavljao opste refenje ravanskog naponskog stanija.

Neka je u nekoj tadki M, jedne linije klizanja, srednji napon
020y i ugao W3y U tac¢ki N, iste linije klizanja, vlada srednji
napon Oy, a tangenta na liniju klihanja sa x osom zaklapa ugao Wy

Primenjujuéi prvu jednadinu sistema (5) za ta¢ke M i N, dobi-
ja se:

Oy + kaM = 2kn(8) i Oy *+ 2kw, = 2kn(B)

N N
odnosno

Oy + 2kwM 20y + kaN (a)



Primenom druge jednaline sistema (5) dobija se:

Oy -~ kaM =0y - 2kwN (b)

Jednadine a) i b) daju sledede:

Oy - Oy t2k(wM - w,,) (6)

N N

Razlika. uglova Wy~ W= Oy predstavlija ugao zakretanja linije

klizanja pri prelazu iz tacdke M u tac¢ku N. Prema tome:

Oy = Oy = ¢t 2kwMN (7)

Jednad¢ina (7) pokazuje, da je promena srednjeg pritiska pro-
porcionalna uglu zakretanja linije klizanja sa koeficijentom pro-
porcionalnosti 2k.

Jedna¢ina (7) ima veliki praktiéni znacaj. Ukoliko je pozna-
to polje linija klizanja i srednji napon u jednoj tadki polja (npr.
iz graniénih uslova), moguée je na osnovu jednaéine (7) odrediti
velidinu srednjeg napona u ma kojoj tadki polja, a uz pomoé jed-

na¢ine (2) mogu se odrediti komponente napona 0,0, iTt, . Na taj

na¢in je odredjeno naponsko stanje odgovarajuéeg presekzztela.
Ako je polje linija klizanja sastavljeno iz pravih linija, u
tom sludaju, nema promene ugla zakretanja pri kretanju duZ linije
klizanja. Na osnovu jednadine (7) sledi, da nema ni promene sred-
njeg napona. Takvo polje predstavlja polje jednorodnog naponskog

stanja u kome vlada konstantan srednji napon.

OSOBINE LINIJA KLIZANJA

Polje linija klizanja poseduje niz osobina, od kojih &e neke
biti ovde prikazane.
Uolimo elementarni d&etvorougaonik polija linija klizanja MNPQ

(sl. 4.), koga Cine dve linije familije o i dve linije familije R.



Na osnovu jedna&ine (6) moZe se pisati da je:

GQ - GM £ (oQ -~ cN)+(oN - GM) = 2k(wQ+wM—2wN)

a isto tako i:

GQ - Oy = (o, = cp)+(o - 0.) = 2k(w

Q P

iz ovih jedna&ina sledi:

M P_wQ'wM)

gde je ugao 8, ugao izmedju tangenti na linijama familije o u tad-
kama preseka sa linijama familije B. Prema tome, ugao medju tangentama
na dvema linijéma klizanja jedne familije u preséénim tadkama sa
linijama klizanja druge familije je konstantan. Ovo je prva Hencky-
-eva teorema,

Dokaz ove teoreme moze se izvesti uz pomoé sl. 5.

Iz elementarnog ¢etvorougaonika abed sledi:

ab = dSOLl = Rades
N
ed = dSa,; = (Ra + dS,)de

B8



S1l. 5.

S druge strane, po$to se krivina lukova sistema o umanjuije
pri prelazu sa linije a; na o, moZemo reéi da e radijus krivine
luka od biti veéi od radijusa krivine luka 2b za neku veli&inu
dRag i
dok je:

= de
ds ) <Ra + dRa) 8

Izjednadavajuéi desne strane izraza za dsm2 dobija se:

dRa = dSB

Analognim postupkom dobija se da je i:

dRB = dSa

Ova teorema moZe se iskazati i u drugom obliku. Posmatrajmo

dve bliske linije klizanja a; i az (sl. 6.).
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U presednim ta&kama ovih linija sa linijama
familije 8 povucimo tangente, koje odredjuju
centre krivina elemenata linija familije 8
(tadke 0, 01, 0, «..), radijus krivine AOu
ravan je zbiru radijusa krivine O3B i duZine
elementa AB, Sliéni zakljucci mogu se done-

ti i za druge polupre&nike krivina.

Geometrijsko mesto centra krivina pred-
stavlja evolventu linije klizanja a;.

Prema tome, centri krivina lukova jedne
familije linija klizanja obrazuju evolventuy

druge familije linija klizanja. Ovo tvrdje-
S1l. B nje poznato je pod imenom Prandtl-ova teore-
ma. Ova osobina linija klizanjamoZe se iskoristiti za grafié&ku kon-
strukeiju polja.

Linije klizanja izlaze na slobodnu ili na kontaktnu povrdinu
tela. Na slobodnoj povrsini, a takodje i na kontaktnoj povriini begz
trenja, tangencijalni napon T ., = 0. Iz treée jednadine sistema (2)
sledi da je cos2w=0, odnosno wsEm/4, t3, linije klizanja seku slo-
bodnu, odnosno kontaktnu povrSinu pod uglom od 7w/u, Ukoliko na kon-
taktnim povrginama trenje dostife maksimalnu vrednost, tj. szzkg
tada je cos?w=1, odnosno w=0 1 wy=n/2, pa jedna familija linija
klizanja polazi pod uglom od Oo, a druga pod uglom od 90° yu odnosu
na kontaktnu povr&inu.

Za druge vrednosti tangencijalnog napona na kontaktnim povrgi-
nama 0<t<k, ugao linija klizanja uzima vrednosti m/h<w<n/2, T/ <w<0,
Poznavajuéi vrednost tangencijalnog napona na kontaktnoj povr&ini,
moZe se odrediti ta&na vrednost ugla w pomoéu treée jednadine sis-

tema (2),.

KARAKTERISTIKE

Da bi se iz diferencijalnih jedna¢ina sistema (3) iskliudio

srednji napon ¢, potrebno je prvu jedna&inu diferencirati po z, a
drugu po x, a zatim ih sabrati. Rezultat toga je slededa diferen-

cijalna jednadina:
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2w aw Jw dwy2 ,0w,2 _
’ Hae gptectg2ulz)-(52)" = 0 (8)

3

Gornja jednafina moZe se napisati u opstem obliku:

32w 32w 3%w Jw.duw
A — ZBaxaz + C——— + Fix,z, T 3—)

= 0 (9)
3x? 3z

Jednadina (8) je kvazilinearna diferencijalna jedna&ina drugog re-
da sa koeficijentima koji zavise od w. Ova jednadina ima beskonad-
no mnogo redenja. Eliminacija reSenja postiZe se pomodéu granilnih
uslova (problem Cauchy-ja). Postavljajuéi Cauchy-jev problem za jed-
na¢inu {(8), dolazi se do sledeéeg re3enija:
2 2
Adz” = 2Bdx dz + Cdx” = O (10)

Jedna¢ina (10} je karakteristi¢na jednaéina &ija su refenja karak-

teristike:

$E o= L (11

Iz jednaline karakteristika (11) moguéa su tri sluéaja:
B® =« AC < 0: jednad¢ine karakteristika su kompleksne funkciie,

a diferencijalna jednac¢ina (9) je eliptiéna.

BQ = AC = 0: jednaldine karakteristika cdredjuju jednu famili-
Ju krivih linija, a diferencijalna jednadina (9)
je parabolidna.

B2 - AC » 0: jednadé¢ine karakteristika odredjuju dve familije

krivih linija, a diferencijalna jednadina (9) je
hiperboliéna.

Unoseéi u jednadinu (11) odgovarajuée vrednosti koeficijenata:
A=1, B=cotglw, C=1

dobijaju se reSenja karakteristika:

dz \Jr_w_f——w— _ _cos2ws 1
dx T cotszex\eotg detl = oy SinTe

dz
Ix tgw, 3z = -cotgw (12)

i

tj.
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Uporedjujuéi jednadine karakteristika (12) sa jednadinama 1i-
nija klizanja (1), zapaza se njihova potpuna identiénost. Prema to-
me, jednadine karakteristika se poklapaju sa jednadinama linija k1ji-
zanja.

Ako je mogude naéi refenja karakteristika za odredjeni problem,
onda je time odredjeno naponsko deformaciono stanje tela s obzirom
na podudarnost karakteristika i linija klizanja.

OBLICI POLJA LINIJA KLIZANJA

Najjednostavnije polje linija klizanja je ortogonalna mre3a
pravih linija koja, u slu¢aju slobodne povr&ine ilji granidne povr-
gine bez trenja, izlazi ped uglom od HSO, (sl.7a.). Kako kod ovak-
vog polja nema promene ugla uzduz linija klizanja, to je srednji
napon konstantan, i polje se naziva poljem jednorodnog naponskog
stanja.

Na sl. 7b., prikazano je polje linija klizanja sastavlijeno
iz pravih linija (linije @) i kruZninh lukova (linije familije B).,
UzduZ jedne linije o nema promene srednjeg napona. Medjutim, idu-
¢i po 1liniji 8, zbog promene ugla w, imamo i promenu srednjeg na-
pona 6. Na taj na&in, prelaskom sa jedne linije sistema o na drugu,
srednii napon se menja, ali je uzduz svake od ovih konstantan. Na-
pon u tacki 0 nije jedinstven, jer se u nju slivaju sve linije fa-

milije o sa razliditim srednjim naponima. Ova tadka naziva se polom
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polja, a ovakvo polje nazvano je centriranim poljem linija klizanja.

Poseban slu¢aj centriranog polja je dvostruko centrirano lepe-
zasto polje (sl. Ba) koje je obradio R. Hill /6/. Ovo polje se pri-
menjuje za redavanje razliditih problema teorije plastidnosti.

U sludaju optereéenja cilindriénih povr$ina bez trenja, polje
linija klizanja je sastavljeno od logaritamskih krivih, koje izlaze
na povrsinu pod uglom od 459 (s1. 8b).

Pored prikazanih tipova polja linija klizanja postoje i druga,

koja su sastavljena od drugih krivih linija i njihovih kombinacija.

Pri formiranju polija linija klizanja treba imati u vidu, da
polije linija klizanja karakterife naponsko stanje tela, i da mora
zadovoljiti graniéne uslove. Pri komponovanju polja iz vide vrsta
krivih linija, treba voditi raduna, da na mestima njihovog spaja-

nja ne sme biti diskontinuiteta.

PRIMERI PRIMENE LINIJA KLIZANJA
UTISKIVANJE ZIGA U POLUBESKONACNU PLASTICNU SREDINU

Polje linija klizanja za sluaj utiskivanja Ziga u polubesko-
naénu plastidnu sredinu dato je na sl. 9., a odredioc ga je Prandtl
/3/. Prikazano polje linija klizanja odredjenc je za slucaj da na
kontaktnoj povrdini nema trenja TXZ=GQ Polje linija klizanja, u o=
vom slu&aju, je sastavljeno iz dvostruko centriranog pelia {(zona
acd i bee) i polja jednorodnog naponskog stanja koje obuhvata ob-
lasti abc, adf i beg.

U cilju odredjivanja srednjeg pritiska na kontaktnoj povr$ini

vuodimo liniju AB koja izlazi na slobodnu povr3inu. Ugao zakretanja
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wAB=NI2.

Na slobednoj povrgini 0,470 Iz jednadine plastiénosti za tadéku A,

sledi da je:

Ta = Ten = 2K, tie 0 -0, =2k, o, = -2k

odnosno, srednji pritisak u tadki A je:

o = UxA "9 2k

A /e R

Primenjujuéi jednadinu (7) za tatke A i B, moZe se odrediti
srednji napon u tad&ki B. Pri tome, treba uzeti u obzir da je
Up>0g> te desnu stranu jednadine (7) treba uzeti sa pozitivnim
znakom:

%4 T %p T Zkguap
og = - ks(1+2wAB)

Uzimajuéi u obzir uslov plastidnog tedenja za tadku B i rela-
ciju za srednji napon:

- 0,p = 2k

O%B s?
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dobija se vrednost napona o,pt

o = =2k_(1+w
s

- T
= ) = 2k8(1+7)

AB

Ispod kontaktne povrfine vlada polje jednorodnog naponskog stanja,
pa je napon u svim talkama kontaktne povr3ine isti. Prema tome,
srednji pritisak na kontaktnoj povrZini iznosi:

p = 2ks(1+5) s k(1+7) = 2,6k (13)

2ks=k predstavlja specifi®ni deformacioni otpor.

Polja linija klizanja za sluaj utiskivanja cilindriénog i
sferiZnog Ziga u polubeskonaénu plastilnu sredinu bez uticaja tre-
nja, obradio je A.D. Tomljenov /1/ (sl. 10.).

S1l. 10,

Polja linija klizanja, za ove sludajeve, dobijena su grafi&-
kom konstrukcijom. Treba primetiti, da su velidine uglova zakreta-
nja linija klizanja razli¢ite za razne tadke konture ziga.

Za slutaj utiskivanja Ziga sa cilindri&nim zavr$etkom, anali-

zom linija klizanja dobija se veli&ina srednjeg pritiska u obliku:
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. F L . 1
P = K = k. (1+2 Yo) COth0+-9)—i_I']-?(;J (1'4)

Poveéanjem radijusa Ziga R uz konstantnu Sirinu b=const, ugao

¥, 5€ smanjuje, tako da se u graniénom prelazu dobija:

[e]
lim p = k<1+-;-"-)

y+ 0

Sto se slaZe sa izrazom (13) za ravan Zig,

Utiskivanje %iga sa cilindridnim vrhom predstavlija sludaj os-
nosimetridnog haponskog stanja. Medjutim, prema R. Hill-u /6/ i A,
A. Ljudin=-u /8/, iy sludaju osnosimetriZnog naponskog stanja, moe
se primeniti metoda linija klizanja: Polje linija klizanja, za ovaj
siu€aj, je identidno sa prethodnim,

Srednji pritisak za ovaj sludaj iznosi:

- 2y _=gin2y
. 2
P =g =k | (+f-y ysin?y + T = (15)

(detaljnije o ovome dato je u literaturi 1175 12/, /37, tu/),
Pored navedenih primera, metoda linija klizanija primeniuje se
za ra8avanje drugih prcblema naponsko-deformacionog stanja u teori-

ji plastiZnosti. Potvrda o primenljivosti ove metode moZe se dobij
jedino eksperimentalnim putem. Pri tome, treba vr&iti uporedjivanie
parametara dobijenih metodom linija klizanja sa izmerenim vrednos-
tima. Provera samog oblika polja linija klizanja moZe se izvr&iti
elektronagrizanjem uzoraka /2/, &ime se dobija slika samog polia.

SLOBODNO SABIJANJE CILINDRA

U ovom delu biée prikazani rezultati analize naponsko-deformsa-

cionog stanja kod slobodnog sabijanja cilindra metodon linija kI

zanja. Ovi rezultati bide upcredjeni sa eksperimentalnim rezulta-

tima.

Pri slobodnom sabijanju cilindra vlada nsnosimetridne nape
sko stanje, te se prema R, Hill-u 46/ moZe primeniti metoda 1iy
klizanja za analizu naponsko=deformacionog stanja.

U ecilju odredjivania naponskondeformacionog stanja pri slobod-
nom sabijanju cilindra, usvojeno je dvostruko centrirano lepezasto
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polje linija klizanja kao jedino moguée (sl. 11.).
Na slici je prikazana samo jedna Cetvrtina ovog polja, dok os-

,/jf
l
i
i
|

tali delovi zbog simetrije nisu dati. Polje se sastoji iz dela
0AB u kome vlada jednorodno naponsko stanje. Zona ABC obuhvacena
je centriranim poljem linija klizanja, koje se sastoji iz pravih
linija familije a, i kruznih lukova familije 8. Na centrirano po-
lje se ne stavlja cikloidno polje linija klizanja. Polje je kon-
struisano za slu®aj da na kontaktnoj povrdini vlada maksimalni
tangencijalni napon.

Preselene tadke linija o i B su obeleZene parovima brojeva
(m, n), pri &emu m odredjuje redni broj linija a, a n redni broj
linija B.

U polju jednorodnog naponskog stanja, koje u ovom sludaju iz-
lazi na slobodnu povr3inu, nema tangencijalnih napona,pa je sred-
nja vrednost napona o=-k/2. Isti napon vlada i u tac¢ki (00), pa je
prema tome 94,=-k/2.

U tac¢ki (00) ugao woomﬂ/u. Za svaku drugu tacku polja ugao w

moZe se odrediti pomodéu izraza:

wooF Wt (n - m)y (16)
gde je Yy ugao podele kruzZnog luka BC.
Sliéno tome, srednji napon ma koje tac¢ke polja mofe se odre-
diti na osnovu sledece formule:

Tow = Fog -k(m+n)y (17

Primenom jednacine (2) mogu se odrediti komponente napona G5 O,

Ls
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REZULTATI EKSPERIMENTA

Za analizu naponsko-deformacionog stanja slobodnog sabijanja
cilindra, uzet je izvod rezultata jednog Sireg plana eksperimenta.

Za eksperiment je koriSden Sipkasti materijal od €.4320, pre-
¢nika ¢ 30,5 mm. Iz Sipke su isedeni uzorci i poravnati na visinu
ravnu preéniku, tj. h/d=1, Zatim su uzorci razvrstani u ¢etiri gru-
ge, da bi bila izvr&ena njihova termidka obrada na sledeéi nadin:

- grupu A predstavljaju uzorci sa strukturom u stanju ispo-
ruke,

- grupu B &ine uzorci koji su normalizovani na temperaturi od
860°¢C,

grupu C ¢&¢ine uzoreci kod kojih je, posle normalizacije, izvrse-
no Zarenje na temperaturi od 670° u vremenu od 3 ¢asa,

- grupu D &ine uzorci kod kejih je, posle normalizacije, iz-
vr$eno Zarenje na temperaturi od 670° u vremenu od 6 Casova,

Posle termi&ke obrade izvr&eno je fosfatiranje uzoraka u fab-~
rici magina "Morava" iz PoZarevca.,

U toku eksperimenta korisc¢ena su dva sredstva za podmazivanie:

I - masinsko ulje

IT - molinkot,

Slobodno sabijanje obradaka vrseno je na hidrauliénoj presi

"MAN" od 600 Mp, sa tri stepena deformacije:

o = 0,7
= 0,9
Yy = 1,1

Registrovanje hoda stola i pritiska u cilindru prese, vrieno
je kontinualno u toku procesa, uz pomoé davada i elektronskog pisa-
ca.

Svaki eksperiment je ponavlijan tri puta pod istim uslovima,

U tabeli T-1 date su srednje vrednosti deformacione sile kao
rezultat navedenog eksperimenta.



Strukt. Fr |vpl Fyp |Mp]
stanje " 8 y @ 8 "
A 121,4 155,1 203,7 123,0 159,0 203,3
B 134,3 165,3 223,4 134,0 168,4 217,8
c 129,3 163,7 215,14 122,2 162,9 200,5
D 123,8 164 ,5 224,5 123,8 166,1 211,5
T-1 '

Geometrijske karakteristike uzoraka posle izvrSenog sabijanja
date su u tabeli T-2:

h mm 15,7 { 12,7 | 10,3

dmmn | 42,4 |47,3 52,5

B_, 0,66 | 0,88 1,09

o
€T

A mm2 iuih 1 1753 | 2164

T=2

Podaci za h i 4 predstavijaju srednje vrednosti visina i preénika

sabijenih uzoraka.

KONSTRUKCIJA POLJA LINIJA KLIZANJA

Za geometrijske odnose uzoraka iz tabele T-2, grafidkim putem
su odredjena polja linija klizanja i prikazana na slikama 12., 13.
i 1%.

Konstrukcija polja linija klizanja biée objadnjena za sludaj
sabijanja cilindra sa stepenom deformacije y=1,1 (sl. 1%.), a ana-
lognim postupkom su komstruisana polja linija klizanja za druga
dva stepena deformaicie.

U odgovarajuéoj razmeri je nacrtana leva polovina konture ob-
ratka, &ije su dimenzije ¢ = 52,5x10,3 mm. U tagkama A i B povucler
su prave pod 45° do preseka sa x osom, te je dobijena tadka (00).

Dalinje objadnjenje, zbog simetrije, odnosi, se na gornju polovinu
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prikazanog polja. Iz tadke (00) opisan je kruZni luk i dobijena
tatka (08). Dalje je kruZni luk izdeljen na Sest jednakih delova
(ugao podele y:?,SO)o Na taj nadin su dobijene tatke 01, 02, 03...
eoo 05, Zatim su lukovi izmedju ovih tadaka izdelieni na dva jed-
naka dela, te su tako nastale tatke a, b, ¢, d, e, f. Ovim je za-
vrSena priprema za konstrukciju polja linija klizanja u oblasti
g0, 06, 99,

Da bi se odbila prva linija familije o u zoni 00, 06, 99 pot-
rebno je uraditi sledeée: iz tadke (06) povule se prava pod uglom
od y/2 u odnosu na konturu, tj. paralelno sa linijom Aa, zatim se
iz tadke (05) povude prava paralelna sa Ab, a iz tadke (04) prava
paralelna sa Ac itd. Sve ove novopovudene prave zahvataju ugao od
Y/2 sa potezima iz talke A. Prava povu&ena iz tacke (01) paralelna
sa Af, preseca osu simetrije x” u tadki (11). Iz tadke (11) povladi
se normala na pravac 01-11 i dobija se tadka (12). Sada se iz tadke
(12) povladi normala na duZ 02-12 i dobija se tac¢ka (13) itd., sve
do tacke (17). Iz tadke (17) povladi se sada prava paralelna sa Aa,
iz tatke (16) povladi se prava paralelna sa Ab i postupak se tako
nastavlja potpuno analogno kao u prvom slu¢aju, sve dok se ne prek-
rije cela oblast linijama klizanja. Valja primetiti, da linije kii-
zanja u presednim tadkama familije o i B zaokredu za ugao v, i da
je mreZa linija klizanja sastavljenz od Setvorougaonika &ija su dva
naspramna ugla po QGQ§ dok druga dva iznose gﬁomy i 900+y° Ovo je
mali nedostatak grafidke konstrukcije polja linija klizanija, koii
se umanjuje sa smanjenjem ugla podele y.

Linija klizanja familije 8 koja prolazi kroz centar obratka,
predstavlija graniénu liniju koja razdvaja plastifnu oblast od kru-
te zone. U ovom sludaju to je linije B¢, iznad koje je kruta zona,
koja se krefe kao kruto telo.

Donja polovina polja linija klizanja dobijena je analognim
postupkom. Na isti nacin su konstruisana polja linija klizanja za
stepene deformacije o 1 B8, s tim %to je ovde prikazana samo jedna
Cetvrtina polja. Kod stepena deformacije o, ugao podele je dva pu-
ta manji nego kod druga dva polja, iz prostoga razloga, $to krupni-
ja podela ne daje graniénu liniju.

Primenom jednadina (16) i (17} i sistema Jjednaina (2), mogu-
¢e je odrediti napone u ma kojoj tadki polja linija klizanja. Na

osnovu poznatih napona mogu se odrediti deformacije, &ime je u pot-



sta prostora), a raspodela napona dus ose x” sluZi za odredjivanje
deformacione sile Po ovoj metodi. Tabela je uradjena za ugao y=7,5°

tako da kod polja linija klizanja sga stepenom deformacija « treba
uzeti svaku drugu tadku.

Tadka| we® o Ty %2 szﬁ_I

45 -k/2 0 k 0

00
11 | 45 —§(1+§)=—0,76k -0,26k | -1,26k | o

22 45 -%(1+%)=—1,025k =-0,525k | -1,52k 0

33 | 45 —%(1+§)=—1,285k -0,785k | -1,785k | o

44 | 45 -%(1+§T)=-1,55k -1,05k | -2,05k | o

55 | 45 —§(1+gﬁ)=—1,81k -1,31k | -2,21kx | o

66 45 -%(1+W)=—2,o7k -1,57k ~-2,57k 0

77 | 4s —§<1+%ﬁ)=~2,335k -1,83k | -2,83k | o

88 | 45 -§(1+§I)=-2,60k -2,10k | -3,10k | o

99 45 —§(1+§ﬁ)=~2,35k -2,35k | -3,35k 0

Iz tabele se vidi da je tangencijalni hapon duZ ose x“ pavap

nuli, 3to je i logiéno, jer linije klizanja seku ovu osu pod uglom
o
od us5~,

Na bazi podataka iz tabele T-3 nacrtani sy dijagrami promene
napona o, duz ose x~, Usvajajuéi linearnu promenu napona 0, moguée
je jednostavno odrediti vrednost deformacione sile:

F = jo dA (i8)
z
A

ReSenje integrala (18) Predstavlja zapreminu tela koje se do-
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bija obrtanjem dijagrama o, oko z ose.
Uzimajuéi u obzir geometrijske velidine kao i vrednosti funk-
cije P nadjena su refenja integrala (18) za pojedine stepene de-

formacije u sledetem obliku:

Fa = 1656,6 k Za stepen deformacije o
FB = 2331,8 k za stepen deformacije 8 (19)
FY = 3258,7 k za stepen deformacije vy

Specifidni deformacioni otpor odredjen je iz eksperimentalnih
rezultata za deformacionu silu. Naime, izraz za deformacionu silu

dobijen iz uslova ravnoteZe /5/ glasi:

F = kA(1+% %) (20)

Usvajajuéi koeficijent trenja n=0,1 i uz pomoé podataka iz ta-
bele T-1 i T-2 a na bazi jednadine (20), odredjene su vrednosti spe-
cifidnog deformacionog otpora za sva tri stepena deformacije, za sva
strukturna stanja i oba sredstva za podmazivanje. Rezultati su svrsta-
ni u tabeli T-u.

Strukt. | XI | icp/mn” | kpp |xp/mn’|
stanije o A B 3 é -
A 78,9 | 78,6 | 80,4 | 80,0 | 80,6 | 80,3
B 87,3 | 83,7 | 88,2 | 87,1 85,3 | 85,9
c 84,0 | 82,9 | 85,1 | 79,5 | 82,5 | 79,2 i
D 80,5 | 83,3 | 88,6 | 70,5 | 84,1 | 83,5

Primenjujuéi izraze (19) i vrednosti specifiZnog deformacionog
otpora iz tabele T-4, izradunate su vrednosti deformacione sile kao
rezultat metode limija klizanja. Ove vrednosti su svrstane u tabelu
T=5.
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strukt.| Frix [Mpl Frook/Mpl
stanje o 8 ¥ a 8 ¥
A 130,7 | 183,3 | 262,0 | 132,5 | 187,9 | 261,7
B 144,6 | 195,2 | 287,54 | 14u,3 | 198,9 | 279,9
c 139,2 | 193,3 | 277,3 | 131,7 | 193,4 | 258,1 s
D 133,4 | 194,2 | 288,7 | 133,4 | 196,1 | 272,1

Na bazi izmerenih vrednosti deformacione sile, tabela T-1 i

vrednesti dobijenih metodom linija klizanja, tabela T-5, moZe se

odrediti relativna gre&ka metode.

U tabeli T-6 prikazana su procen=

tualna odstupanja deformacione sile dobijene metodom linija kliza-

nja od izmerenih vrednosti.

Stru@t. €1 K EIII%l

stanja o g ¥ & 8 ¥
A 7,66 18,18 28,62 7572 18,17 28,73
B 7,69 18,08 28,65 7,68 18,11 28,51
c 7,65 18,08 28,73 | 7,77 | 18,10 | 28,73
D 7,75 18,05 28,59 7,75 18,06 28,65

T-6
Minimalna gregka €nin~7265%.

Maksimalna gregka e . =28,73%,
min



ZAKLJUCAK

Na osnovu eksperimentalnih rezultata i vrednosti dobijenih
metodom linija klizanja, moZe se zakljuditi da je moguéa primena
ove metode na analizu osnosimetrié&nog naponskog stanja, konkretno,

na slobodno sabijanje cilindra. Vi8e vredncsti deformacione sile,

dobijene linijama klizanja, su svakako i posledica lova za koje

su pelja konstruisana (maksimalno trenje na kontaktnim povrdinama
obratka i alata), dok je eksperiment izvodjen sa glatkim povriina-
ma alata uz upotrebu mazivnog sredstva. Drugo, vrednosti specifid-
nog deformacionog otpora nisu sasvim pouzdane, jer su dobijene ra-
Sunskim putem iz izmerenih vrednosti deformacione sile. Porast od=-
stupanja deformacionih sila sa porastom stepena deformacije je lo-
gidan, ako se ima u vidu karakter polja linija klizanja, koje se
jako izduZuje sa poveéanjem prelnika obratka.

Na osnovu ove analize moZe se reéi, da metoda linija klizanja
ima veliki znafaj za analizu naponsko-deformaciong stanija, kako.
ravanskih, tako i osnosimetriénih problema teorije plasticnosti.

Jo& ako se ima u vidu, da je polje linija klizanja u tesnoj vezi
sa poljem brzina (poblie brzina je potpunc identiéno sa poliem
linija klizanja zaokrenutim za 1800)9 onda se dobija prava sklika
o vrednosti ove metode.

Nedostaci metode linija klizanja bili bi u tome, $to ona karak-
teristike materijala obuhvata jednim jedinim faktorom, specifi&nim
deformacionim otporom. Dalje, refenja polja linija klizanja nisu
jednoznaéno odredjena i umnogome zavise od umefnosti autora i od
njegovog poznavanja dotidnog problema. Linije klizanja &esto se
crtaju intuitivno, i pri tome se jedino mora voditi rafuna o uslo-
vima koje ova polja moraju ispuniti, npr. graniéni uslovi na slobod=-
nim i kontaktnim povr&inama itd. Dakle, polja linija klizanja pred-
stavlijaju., u neku ruku, éisto geometriiske karakteristike posmatra-
nog problema. Povolino je i to &to se ove linije mogu izazvati i vi-
deti uz pomoé elektronagrizania, &to u ovom eksperimentu nije iz-

vreno, zbog nedostatka tehnidkih sredstava.
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VILOTIE, Z.D.

ANALIZA NAPONSKO-DEFORMACIONOG STANJA METODOM LINIJA
KLIZANJA

Metoda linija klizanja predstavlja jedan od pristupa za odre-
djivanje naponsko-deformacionog stanja ravanskih i nekih osno-si-
metri&nih problema. Ovim radom je obuhvaéena teorijska analiza pro-
blema linija klizanja, a zatim je prikazano nekoliko istorijskih
primera primene ove metode,na reSavanje konkretnih problema teorije
plastiénosti. Na kraju je data primene metoda linija klizanja, na

sludaj slobodnog sabijanja cilindra, uz eksperimentalnu potvrdu re-
zultata.

ANALYSE DES ZUSTANDES SPANNUNG-DEFORMATION MIT DER
GLEITLINIENMETHODE

Zusammenfassung

Die Bestimmung des Spannung-Deformation Zustandes bei ebenen
und axial-symetrinhen Problemen ist auch mit Hilfe der Gleitlinien-
methode mdglich. Diese Arbeit beinhaltet theoretirche Analyse des
Gleitlinienproblems. AuBerdem sind einige Beispiele der Anwendung
dieser Methode dargestellt durch welche die konkrete Probleme der
Plastizitdt-Theorie zu 18sen sind. Anscliefend ist Anwendung der
Gleitlinienmethode am Beispiel eines frei gestauchten Zylinders
gezeigt. Die Evgebnisse wurden experimentell bestdtigt.



